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Wykfad 05

Przyktad badania ztozonosci czasowej

o jezyk {0" | n liczba ztozona}
@ maszyna niedeterministyczna z dwiema tasmami:
o wpisuje na drugiej tasmie k zer, 1 < k < n
o przesuwa jednoczesnie gtowice na obu tasmach, na drugiej
cyklicznie gdy skoncza sie zera
o konczy gdy skonczy sie pierwsza tasma
o maszyna konczy po O(n) krokach
© maszyna deterministyczna wyprébowuje O(n) mozliwosci

o czyli koficzy po O(n?) krokach
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Maszyny Turinga, ztozonos¢
czasowa
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Algorytm CYK

o problem: dana gramatyka bezkontekstowa w postaci Chomsky'ego
(tzn. produkcje s3 postaci A — BC lub A — a), sprawdzi¢ czy stowo
W = wj ...Ww, jest generowane przez te gramatyke

© maszyna deterministyczna buduje dwuwymiarowa macierz CYK

o w komoérce CYK]i,j] sa zmienne gramatyki generujace podstowo
wj ... wjyi_1, podstowo dfugosci i zaczynajace si¢ w miejscu j

o dla i =1 moga by¢ uzyte jedynie produkcje typu A — a

o gdy stowa dtugosci < m zostaty rozpatrzone, sprawdzamy, czy
B € CYK]|k,j], C € CYK[m—k, j+k] oraz A — BC
jedli tak, to A € CYK[m,j] — generuje stowo dtugosci m
w miejscu J

o pytamy, czy S € CYK|n, 1]

o jest O(n?) komérek w macierzy, kazda wypetniamy kosztem O(n)

o zfozonos¢ O(n3)
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Problem osiggalnosci w grafie

o zapis grafu o n wierzchotkach zajmuje O(n - log n) miejsca (numer
jednego wierchotka to log n bitéw)

@ maszyna deterministyczna wielokrotnie przeglada zapis grafu, wpisuje
sgsiadéw danego wierchotka i sprawdza, czy jest nowy wierchotek

o czyli n iteracji, w kazdej n? - log n operacji

o ztozono$é¢ liczona wgledem dtugosci wejscia (nie liczby wierzchotkéw)
jest O(|wejécie|)
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Certyfikaty

o dla problemu ztozonosci liczby, maszyna niedeterministyczna zgaduje
dzielnik

o zfozonos$¢ sprawdzenia podzielnosci jest wielomianowa
o dla problemu osiggalnosci maszyna niedeterministyczna zgaduje
Sciezke
o dla problemu SAT maszyna niedeterimistyczna zgaduje
wartosciowanie zdah atomowych
o zarébwno zapis wartosciowania jak i sprawdzenie maja koszt
wielomianowy

o def: certyfikat to dowdd zaakceptowania rozwigzania przez maszyne
niedetermistyczna

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Obliczalnos¢ i ztozonosé sem. zimowy 2025/26 7/17

Wykiad 05

Problem SAT

o wejscie: fomuta boolowska w postaci koniunkcyjnej (CNF)
o tzn. koniunkcja klauzul,
o klauzula to dysjunkcja literatow,
o literat to zdanie atomowe lub jego negacja

© maszyna niedeterministyczna zaczyna od wyboru wartosciowania dla
wszystkich zdan atomowych

o sprawdzenie wartosci formuty jest liniowe, sprawdzamy, czy wszystkie
klauzule maja wartos¢ True

o spetnialno$¢ = istnienie wartosciowania dajacego True

o czy istnieje maszyna deterministyczna sprawdzajaca spetnialnos$c
w czasie dowolnie wielomianowym?

o nie wiadomo (pewnie nie, skoro do dzi$ nikt nie znalazt rozwigzania)
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Uzycie certyfikatu

o tw: L jest akceptowany przez maszyne niedeterministyczng M
w czasie wielomianowym w.t.w. gdy istnieje wielomian p i maszyna
deterministyczna Mp akceptujaca w czasie wielomianowym takie, ze
L={w]|3c|c| < p(lw|), w#c € Lan(My)}

o c jest certyfikatem zgadnietym przez maszyne niedeterministyczng,
jego dtugos¢ musi by¢ wielomianowa, czas zaakceptowania przez
maszyne deterministyczna réwniez wielomianowy

o dw: jedli istnieje certyfikat, to czas dziatania maszyny
niedeterministycznej jest wielomianowy — q(|w| + p(|w|)) gdzie g jest
wielomianiem opisujacym dziatanie My
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Dowéd c.d.

©

©

©

Andrzej M.

zaktadamy, ze M akceptuje w czasie wielomianowym q(|w|)
tzn. dla wejscia w istnieje obliczenie o tym czasie dziatania

zapis kazdej konfiguracji jest < q(|w]|), liczba krokéw tez, cato$é
< (q(|w]))?

bedzie to certyfikat dla maszyny deterministycznej, ktéra sprawdzi, ze
to rzeczywiscie jest cigg obliczen maszyny M
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Problemy NP-zupetne

Qo

Qo

Andrzej M.

def.: jezyk L redukuje sie wielomianowo do jezyka K, L <, K, jedli
istnieje funkcja f obliczalna przez deterministyczng maszyne Turinga
w czasie wielomianowym taka, ze w € L & f(w) € K

tw.: jesli L <, Koraz K€ P,toL e P

dw.: maszyna akceptujaca problem w € L najpierw oblicza f(w)

a potem bada f(w) € K

tw.: jesli L <, K oraz K € NP, to L € NP

def.: jezyk K jest NP-trudny, jesli kazdy jezyk L € NP redukuje sie
wielomianowo do K

jest NP-zupetny, jesli jest NP-trudny i nalezy do NP

tw.: jesli L € P i L jest NP-zupetny, to P = NP

nie znamy ani jednego przypadku takiego jezyka
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Koszt determinizacji

Andrzej M.

dla kazdej maszyny niedeterinistycznej M istnieje maszyna
deterministyczna My akceptujaca ten sam jezyk

zaktadamy, ze czas dziatania maszyny niedeterministycznej jest
T(n)>n

z maszyng M zwigzana jest stata d ograniczajaca liczbe wyboréw
w kazdym kroku

liczba konfiguracji, ktére maszyna deterministyczna by¢é moze musi
przejrzel, jest ograniczona przez funkcje wyktadnicza

w konkretnych przypadkach istnieja maszyny deterministyczne
0 mniejszej ztozonosci
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SAT jest NP-trudny

Qo
Qo

(*]

Andrzej M.

Pokazemy jak zredukowaé dowolny jezyk z klasy NP do SAT.
M=(Q,%,I,qo,d, F) z jedng tasma, p — wielomian.

Jezeli w € L(M), to istnieje obliczenie akceptujace maszyny M na
stowie w

Bo— P1— - — Bp(wl)-

Zaktadamy, ze:
o obliczenie ma doktadnie dtugos¢ p(n) + 1;
o jezeli w i-tej konfiguracji maszyna w stanie g obserwuje symbol
g w j-tej komérce, to j-ty symbol (; jest postaci (g, g, m), gdzie
m jest numerem instrukcji funkcji przejScia zastosowanej przy
przejsciu do Bii1.
o kazda konfiguracja ma dtugos¢ p(n) + 1 oraz zaczyna sie
i konczy specjalnym symbolem #;
o [ jest alfabetem roboczym, uwzgledniajagcym dodatkowe symbole
na obserwowanej komorce.
Borzyszkowski (Instytut Informaty Obliczalno$¢ i ztozonosé

sem. zimowy 2025/26 12/17



Wykiad 05

SAT jest NP-trudny, cd

o Zmiennymi formuty sg P; ., 0 <i,j<p(n), 1< g <.

o Wartos¢ P; j ;, = True oznacza, ze w konfiguracji 8; na j-tej pozycji
stoi symbol g.

o Formuta f(w), w koniunktywnej postaci normalnej, bedzie tak

zbudowana, aby spefniaty ja doktadnie te podstawienia, ktére opisuja
akceptujace obliczenie maszyny M na stowie w
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SAT jest NP-trudny, cd
o dalsze klauzule:
Qo
Po1x, V-V Po1x,
symbole Xi, ... Xy sktadaja sie z pierwszej litery stowa
wejsciowego wj, stanu gg oraz numerdw mozliwych instrukgji

FbmWi daIZ<js§n

w komérkach od 2 do n mamy reszte stowa wejSciowego

Pojg dlan<j<p(n)
w pozostatych komérkach na tasmie w konfiguracji poczatkowe;j
Bo jest symbol blank B

Pon),1F
w ostatniej konfiguracji B,y mamy (jedyny) stan akceptujacy F,

a maszyna zatrzymuje sie z gfowicg na pierwszej komérce
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SAT jest NP-trudny, cd

o Formuta f(w) jest koniunkcja nastepujacych klauzul i ich koniunkgji

\/ P INN

1<g|r|

Qo

w konfiguracji 3; na pozycji j zapisany jest symbol g € [
N (5Pijg V =Pijn) ==\ Pijg A Pijn)

g#h g#h

w konfiguracji 3; na pozycji j zapisany jest najwyzej jeden symbol

Pio# N Pipn)#
na poczatku i na koncu konfiguracji 3; znajduja sie symbole #
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SAT jest NP-trudny, cd

o formuta V;, 1 </ < p(n), ktéra wymusza, ze konfiguracja ; jest
osiggalna w jednym kroku z konfiguracji 3;_1

vi- AV

0<j<p(n) W,X,Y,Zer

hW,X,Y,Z) A

Pi_1j—iw ANPi—1jx NPi—1jt1y NPijz

o j-ty symbol w konfiguracji (3; zalezy tylko od trzech symboli
sasiednich o numerach j — 1, joraz j +1

o funkcja logiczna h(W, X, Y, Z), przyjmuje wartos¢ True, jezeli
symbol Z moze si¢ pojawi¢ na pozycji j pod warunkiem, ze
w poprzedniej konfiguracji symbole W, X, Y stoja na pozycjach
sasiednich j —1,/,j+1
Z jest jednoznacznie okreslony, bo numer wykonywanej instrukcji
jest wiaczony do symbolu zawierajacego obserwowana komérke
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SAT jest NP-zupefny

o dtugoéé formuty jest O(p?(n))
o deterministyczna maszyna Turinga moze j3 wypisaé, majac na wejsciu
stowo w dtugosci n, w czasie ograniczonym przez pewien wielomian

o czyli problem w € L zostat zredukowany wielomianowo do
f(w) € SAT

o moéwilismy wczesniej, ze sam probem SAT jest NP
o czyli SAT jest NP-zupetny
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