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Niedeterministyczne maszyny Turinga Przyktad maszyny niedeterministycznej
o funkcja przejécia 0 : @ x I — P(Q x I x {L,R, N}) jest o wejscie: ciag zer dtugosci n
niedeterministyczna, t.j. definiuje zbiér mozliwych wynikéw o problem: pytanie, czy n jest liczba ztozona
o konfiguracje uktadaja sie nie w ciag obliczen a w drzewo @ maszyna niedeterministyczna:

o stowo jest zaakceptowane jedli istnieje Sciezka do liscia z konfiguracja
akceptujaca

©

wpisuje k zer na taSmie pomocnicza, 1 < k < n

przesuwa gtowice na obu tasmach jednoczesdnie

gdy skoncza sie zera na drugiej tasmie wraca do jej poczatku
konczy, gdy skonczy sie zera na pierwszej tasmie
rozstrzygniecie: czy druga tasma tez zostata przeczytana do
konca

©

©

o zakfadamy, ze stan akceptujacy nie dopuszcza dalszych obliczen

©

o tw.: niedeterministyczne maszyny Turinga rozpoznaja te sama klase
jezykéw co maszyny deterministyczne

©

o dowdd bedzie pod koniec wyktadu

o nie s3 znane zadne metody fizycznej realizacji maszyn o to jest oczywiscie naiwna implementacja dzielenia z resztg

niedeterministycznych o ta maszyna ma wtasno$¢ stopu, po zatrzymaniu si¢ wiemy, czy

o w szczegdblnosci ew. powstanie komputeréw kwantowych nie zrealizuje wejscie zostato zaakceptowane, czy nie

dowolnych maszyn niedeterministycznych © maszyna na pewno zatrzyma sie po n krokach (plus narzut na
poczatek)
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Przyktad maszyny deterministycznej Teoria graféow

o ten sam problem moze by¢ rozwigzany przez maszyne o graf skierowany G = (V,A) gdzie AC {(v,w) € V x V| v # w}

deterministyczng poprzez wyprébowanie kolejnych mozliwosci o krawedzie (tuki) maja kierunek ,od v do w” — poczatek i koniec

o tzn. zaczynamy od testowania podzielnosci n przez 2 — dwa zera

L o krawedz (v, w) to co innego niz (w, v), moga istnie¢ obie niezaleznie
na drugiej tamie gdz (v, w) g (w, v), moga

o po zatrzymaniu sie testu z negatywnym wynikiem dopisujemy o Sciezka jest ciag réznych wierzchotkéw vy, ..., v, takich, ze
zero na drugiej tasmie (vi,vit1) €A i=0,...,n—1
o i powtarzamy test o cyklem jest ciag v, ..., vp, v taki, ze vy, v1,..., Vv, jest Sciezka
o trzeba sie zabezpieczy¢ przed przypadkiem k = n, tzn. gdy do i (vo,v0) €A
tego dojdzie to maszyna konczy dziatanie o cykl moze by¢ bardzo krétki, v,w,v jedli (v,w) € Ai (w,v) € A,
o ta maszyna deterministyczna skoriczy dziatanie najdalej po n® krokach zaangazowane s3 tylko dwa wierzchotki

o graf jest silnie spdjny jesli kazde dwa wierzchotki taczy Sciezka
o graf jest acykliczny jesli nie ma cykli

o graf silnie spdjny (nie punkt) ma cykle (od v do w i z powrotem)
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Kodowanie graféw Inne kodowanie graféw

o wierzchotki grafu mozna ponumerowaé, tzn. przyjmujemy o graf o n wierzchotkach zapisujemy w macierzy G wymiaru n x n
V ={0,...,n— 1} dla grafu o n wierzchotkach kodujac krawedz (i,j) € V x V jako jedynke w G[i, j]

o dla wierzchotka kK € V mamy liste jego sasiadéw, zapisywana o jesli zachodzi konieczno$¢ etykietowania krawedzi, w komérkach
Ly =k:i,..., i, gdzie (k,ip) € A macierzy wpisywane s3 wiasnie etykiety

o caty graf zapisujemy jako lista list sgsiedztw tj. Lo;...; Lyh—1 o grafy nieskierowane mozemy traktowac jako szczegdlne grafy

o czyli na tasmie wejéciowej mamy zapisane ciagi liczb oraz przecinki, skierowane — maja krawedzie pogrupowane w pary, zwrot w jedng
dwukropki i $redniki, wszystkie te elementy naleza do naszego alfabetu i w drugg strone

© mozna sprawdzi¢ czy taki zapis jest rzeczywiscie zapisem grafu
o w konkretnych zastosowaniach mozna stosowaé bogatsze dane, np.
dtugosci krawedzi, czy inne etykiety
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Problem teorii graféw

o przyktadowy problem grafowy: dany graf (skierowany) G, wierzchotki
v,w € V, czy istnieje Sciezka od v do w?

o problem jest rozstrzygalny jesli dla kazdej instancji problemu maszyna
Turinga zatrzyma sie i da prawidtowa odpowiedz
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Niedeterministyczna maszyna Turinga akceptujaca problem
osiggalnosci w grafie

o s3 tylko dwie tasmy, pierwsza z grafem i wierzchotkami v i v

o na drugiej tadmie zaczynamy od wierzchotka u i wpisujemy po kolei
(dowolnego) sasiada ostatniego wierzchotka

o jesli wpiszemy v, to istnieje Sciezka od v do v

o jesli istnieje Sciezka od u do v, to istnieje obliczenie akceptujace te
instacje problemu

o jesli takiej Sciezki nie ma, to zadne obliczenie nie zaakceptuje tej
Instancji

o jesli w grafie jest cykl, to istnieje obliczenie nieskoficzone (w tej wersji
nie dbali$my o zaznaczanie odwiedzonych wierzchotkéw)

o od maszyny niedeterministycznej nie oczekujemy wtasnosci stopu
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Deterministyczna maszyna Turinga rozstrzygajaca problem
osiggalnosci w grafie

© maszyna ma trzy tasmy
o tasma pierwsza: zakodowany graf G oraz wierzchotki v i v
o tasma druga: wpisywane beda wierzchotki osiggalne z u, na poczatku

wpisany jest u, beda one sukcesywnie zaznaczane (jako odwiedzone)
@ maszyna powtarza cykl, w ktérym
o zaznacza nowy wierzchotek w na drugiej tasmie
o na trzecig taSme wpisuje wierzchotki potaczone z w
o wierzchotki z trzeciej tasmy wpisuje na druga, jesli ich nie byto
o czysci trzecig tasme

(%]

konczy prace gdy
o Vv znajdzie sie na trzeciej tasmie — jest Sciezka
o lub wszystkie wierzchotki na drugiej tasmie s3 zaznaczone — nie
ma Sciezki
Obliczalno$é i ztozonosé

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty sem. zimowy 2025/26 10/20

Wyktad 04  Teoria graféw

Inne problemy grafowe

o silna spdjnosc: istnieje Sciezka od u do v dla kazdych wierzchotkéw
u, v grafu

o istnienie Sciezki/cyklu Hamiltona: tj. Sciezki/cyklu, ktéry odwiedza
wszystkie wierzchotki bez powtérzen

o kolorowanie grafu: ustalona liczba k > 0, pytanie, czy mozna
wierzchotki podzieli¢ na k koloréw tak by krawedzie zawsze miaty
konce o réznych kolorach
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Problemy logiki zdaniowej

o dana formuta logiki zdaniowej, tj. ztozona ze zdan atomowych
pofaczonych spdjnikami logicznymi, np. negacji, implikacji, koniunkcji
i dyzjunkgji

o problem: czy istnieje wartosciowanie zdan atomowych takie, ze
formuta ma wartos$¢ True

o albo czy jest tautologia, tj. ma warto$¢ True dla kazdego
wartosciowania
© maszyna niedeterministyczna rozstrzygajaca spetnialnos¢ formuty
o na druga tasme maszyna wpisuje wszystkie zdania atomowe
wystepujace w formule
o na trzecig taSme maszyna wpisuje wartosci True i False
o nastepnie cofa sie do poczatku pierwszej tadmy i zamienia zdania
atomowe na True i False zgodnie z taSmami 2 i 3
o jeszcze raz sie cofa i oblicza warto$¢ formuty zapisanej na
pierwszej tasmie
Obliczalno$¢ i ztozonosé
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Determinizacja c.d.

o istnieje stata d ograniczajaca liczbe mozliwosci wyboru w maszynie
niedeterministycznej, d = max(|0(q, a)|,q € Q,a € A)

o na drugiej tadmie generuje sie coraz dtuzsze ciagi adresujace drzewo
obliczen M o stopniu rozgatezienia < d

@ na trzeciej tasmie wykonuje sie obliczenia odpowiadajace ciggowi
zapisanemu na drugiej tasmie

o jesli maszyna M akceptuje dane wejSciowe, to istnieje obliczenie, po
ktérym sie zatrzyma i ogtosi akceptacje

o czyli maszyna deterministyczna dojdzie do momentu, gdy znajdzie to
obliczenie i zaakceptuje dane wejsciowe

o przyktad ze spetnialnoscig formuty logiki zdaniowej:

o maszyna deterministyczna przejrzy 2" mozliwych wartosciowan
n zdan atomowych zawartych w danej formule
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Determinizacja maszyny Turinga

o tw.: dla kazdej niedeterministycznej maszyny Turinga M istnieje
maszyna deterministyczna MD akceptujaca ten sam jezyk —
L(M) = L(MD)
o dw.: zaktadamy, ze maszyna ma jedng tasme, rozpatrujemy graf
skierowany
o wierzchotki: konfiguracje maszyny M, tj. tréjki ugw, u, w stowa
przed/po gtowicy czytajace, ¢ € Qpu stan maszyny
o krawedzie: wykonanie jednego kroku obliczen
o problem: czy istnieje $ciezka od konfiguracji poczatkowej do jakiej$
akceptujace;j
o NIE jest to doktadnie problem osiagalnosci w grafie, bo powyzszy graf
moze by¢ nieskonczony
o ale mozna zapisywaé i rozwazaé coraz wieksze fragmenty grafu
w miare rozwiijania sie obliczen
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Ztozonos¢ obliczeniowa (czasowa)
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Notacja asymptotyczna

rozwazamy ciagi liczb naturalnych, réwnowaznie, funkcji b,c : N — N
bn = O(cp) (b jest ,O duze od” c) jedli
4dC.dng.Vn.n>ng= b, < C-cp

»prawie wszystkie b s3 mniejsze niz c, stata jest niewazna”

b, = o(cp) (b jest ,,0 mate od” c) jesli
VC.dng.Vn.n>ny= b, < C-cy

»prawie wszystkie b s3 dowolnie mniejsze niz c¢”

bn = ©(cn) (b jest ,© od” c) jesli
3CG.3G.Ang.Vn.n>ng=CG -, < b, < G -cy

»prawie wszystkie b s3 mniej wiecej réwne c”
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Ztozonos¢ czasowa

o niech M bedzie deterministyczng maszyne Turinga,
o zaktadamy, ze zatrzymuje sie dla kazdej konfiguracji poczatkowe]

o tj. méwimy o rozstrzygalnosci
def: maszyna dziata w czasie f(n), f : N — N, jedli dla dowolnego
stowa w dtugosci n, zaczynajac dziatanie w konfiguracji poczatkowe;j,
konczy po najwyzej f(n) krokach
jezyk L nalezy do klasy TIME(f(n)) jesli jest akceptowany przez
maszyne Turinga dziatajaca w czasie f(n)
uwaga: jezyk L jest woéwczas rekurencyjny, maszyna gwarantuje
wtasnos$¢ stopu i rozstrzygniecie

dodajemy literke N do oznaczenia klasy, jesli maszyna akceptujaca
jest niedeterministyczna
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Notacja asymptotyczna c.d.

o jesli b jest ,,0 mate od” c, to jest réwniez , O duze”
o z kolei ¢ na pewno nie jest ,,O duze od” b

o ,0 od" oznacza ,,O duze” w obie strony

©

jesli istnieje granica ilorazu % skonczona, niezerowa,
n
to b jest © od c, ale bez tej granicy tez moze by¢

o relacja ,,O duze” jest zwrotna i przechodnia, ale brak stabej
antysymetrii, relacja ,, Theta” jest relacja rownowaznosci

o relacja ,,0 mafe” jest porzadkiem (przeciwzwrotna i przechodnia)

o log n jest ,0 mate od” n, n* jest ,0 mate od” n®, n< ¢
o n’ jest ,,0 mate od” 2" dla dowolnej potegi ¢
o 100 - n jest ,0 mate od” n-log, n, ale dla n < 219 100-n > n-log, n
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Wazne klasy ztozonosci czasowej

Czas dziatania ‘ deterministyczna | niedeterministyczna
logarytm O(log(n)) L NL
wielomian O(p(n)) P NP
wykfadniczy 2°P(") EXPTIME NEXPTIME

o dla kazdej maszyny niedeterministycznej da sie zbudowa¢ maszyne
deterministyczng akceptujaca ten sam jezyk

o problem: czy maszyne niedeterministyczng dziatajaca w czasie
wielomianowym da sie zamieni¢ na deterministyczna dziatajaca
rowniez w czasie wielomianowym?

o czyli: P=NP?
o gtéwny problem teoretycznej informatyki

o w zasadzie nie wierzymy sie da
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