Logika dla informatykow J

Andrzej M. Borzyszkowski

Instytut Informatyki
Uniwersytet Gdanski

inf.ug.edu.pl/ amb

Andrzej Borzyszkowski (Instytut Informatyki | Logika dla informatykéw 1/22

Semantyka rachunku predykatéw

Modele

o semantyka rachunku zdan startowata z wartosciowania formut
atomowych

o w rachunku predykatéw te formuty maja swoja strukture — predykaty
dotyczace termow

Definicja
Model rachunku predykatéw nad sygnaturg F,P sktada sie z:

o niepusty zbiér A elementéw

o dla kazdego symbolu funkcyjnego f € F funkcja fA o wtasciwej
liczbie argumentéw (dotyczy to tez statych)

o dla kazdego symbolu predykatu P € P predykat P” o odpowiedniej
liczbie argumentéw (tzn. podzbiér AX)
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Semantyka rachunku predykatow
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Semantyka rachunku predykatéw

Modele i interpretacja terméw

o w modelu M = <A, {fA | f e ]3} , {PA | P e P}) interpretacja
statych i symboli funkcyjnych daje semantyke terméw nie
zawierajacych zmiennych

o fragment definicji interpretacji terméw

[« ﬂc]]A = CA

o [f(ts,...,t)]* = FA([E]A, - .-, [t]?)

o przyktady

o A=N, [0]* =0, [t1 + t2]* = [t]? + []7, itd.

o A= P(U), ﬂ@]]A =0, I[tl U tz]]A = |[t1]]A U |[t2]]A,
[t]” = U\ [t]” itd.

o A={0,1}, [L]* =0, [-t]* =1 — [t]A
[t1 V &2]2 = max([t:]A, [t2]7) itd.
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Semantyka rachunku predykatéw

Srodowiska i interpretacja terméw

Definicja
Srodowiskiem dla modelu M o nosniku A nazywamy funkcje czesciowa
{: Var — A o skonczonej dziedzinie

o interpretacja zmiennych w modelu jest zadana przez srodowisko,
Srodowisko pozwala na interpretacje dowolnych terméw, réwniez
zawierajacych zmienne

o [x]# = €(x) gdzie x musi by¢ w dziedzinie ¢
o [f(t,.... ta)I7 = FA(IRD, - -, [ta]7)
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Semantyka formut, definicja

Definicja
Dany model M i interpretacja zmiennych ¢ : Var — A.
Semantyka formut okreslona jest nastepujaco:
o M ¢ P(ty,. .., ty) w.t.w. w modelu zachodzi PA([t1]7, ..., [ta]?)

0 M=V x.p wtw. M [=yya ¢ dla wszystkich elementéw modelu,
acA,

0 M=y Ix.p wtw. M [=yy.q ¢ dla pewnego a € A,
oME o ANY witw. M=y p oraz M =g ¢

o i dla pozostatych spdjnikéw podobnie jak w rachunku zdan
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{[x—a] oznacza Srodowisko, w ktérym zmiennej x przypisano warto$¢ a,
a pozostate zmienne s3 okreslone tak jak w ¢, ¢ moze by¢ dla x okreslone
lub nie, oryginalna warto$¢ jest utracona
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Semantyka rachunku predykatéw

Semantyka formut

o definiowana jest poprzez relacje o trzech argumentach: model M,
formuta ¢ oraz Srodowisko /¢, zapis M =4 ¢

o bedziemy zaktadaé, ze réwnos¢ w modelu
M = (A, {fA | f € .7-"} , {PA | P e P}) ma ustalong interpretacje:
~prawdziwg” réwnos¢ {(x, x) | x € A}.

o Srodowisko ¢ musi by¢ okreslone dla kazdej zmiennej wolnej formuty ¢

o okaze sig, ze nie jest istotne czy i jak okreslone jest Srodowisko dla
zmiennych innych niz zmienne wolne formuty ¢
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Interpretacja terméw i semantyka formut

Twierdzenie
o Ialt/xIf = 81,
o Jesli term t jest wolny dla x w formule ¢, to M |=¢ ¢[t/x] w.t.w.
M ety

Wtasnosci te pozwolg uzasadni¢ poprawnos¢ regut wprowadzanie
i eliminacji kwantyfikatoréw.

Twierdzenie

Jesli ¢ i m s3 identycznie okreslone dla zmiennych wolnych formuty ¢, to
MEro witw M=, ¢

W szczegélnosci, dla formuty zamknietej interpretacja w modelu nie
wymaga w ogéle srodowiska
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Semantyka rachunku predykatéw

Implikacja semantyczna

©1,---,Pn, ¥ sa formutami nad sygnatura (F,P)
Definicja
0 Q1,...,9n = jesli dla wszystkich modeli M i Srodowisk ¢ zachodzi
implikacja
MEgY oile tylko M =y i dlai=1,...,n
o 1 jest prawdziwa jesli M =, 1 dla kazdego modelu i kazdego
srodowiska

o 1 jest spetnialna jesli M =4 1 dla pewnego modelu i pewnego
srodowiska

© ©1,...,%n S3 niesprzeczne jesli istnieje model i Srodowisko takie, ze
M 4 p; dla wszystkich o;

Uwaga: modeli jest potencjalnie nieskonczenie wiele
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Obliczalnos¢/ rozstrzygalnosé
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Semantyka rachunku predykatéw

Poprawnosc¢ i petno$¢ rachunku predykatéw

Definicja
o system regut logiki jest poprawny jesli - ¢ pociaga M = ¢ dla
wszystkich modeli M

o system regut logiki jest petny jesli zachodzi odwrotna implikacja

Twierdzenie (K. Godel)

Klasyczny rachunek predykatéw z regutami naturalnej dedukcji jest
poprawny i petny.

o poprawnos¢ kazdej z regut mozna tatwo sprawdzié,

o dowdd petnosci jest znacznie trudniejszy niz dla logiki zdaniowe;.
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(Nie)rozstrzygalnosé

Obliczalno$é

@ modele obliczen
e maszyny Turinga
o lambda rachunek (uzywany np. w Pythonie)
o dowolny (prawie) jezyk programowania

o teza A. Churcha—A. Turinga: jest tylko jedno pojecie obliczalnosci
o problem decyzyjny: podzbiér pewnego uniwersum (np. formuty
prawdziwe) — pytamy, czy dany element nalezy do tego zbioru

o rozstrzygalnosé: program komputerowy p rozwigzujacy ten problem
decyzyjny

. _ JTAK o ile input spetnia warunek
[PY(input) = { NIE W p.p.
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(Nie)rozstrzygalnosé

Problem stopu
o input jest para (p, d) — dowolny program i jego dane, chcemy
sprawdzaé, czy ten program na tych danych sie zatrzyma

Twierdzenie
Problem stopu jest nierozstrzygalny.

(Nie)rozstrzygalnosé

Problem stopu c.d.

Dowad.

Niech stop jest superprogramem rozstrzygajacym problem stopu.
Budujemy ztosliwy program q, ktéry

o czyta na wejsciu jaki$ program r

wywotuje program stop z danymi (r, r)
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Rozstrzygalno$¢ rachunku zdan

Twierdzenie
o klasyczny rachunek zdan jest rozstrzygalny
O intuicjonistyczny rachunek zdan jest rozstrzygalny

zapetla sie, gdy stop zwraca wynik pozytywny
co to za warto$¢ [q](q)?
[al(g) nie da sie obliczy¢ — paradoks ktamcy

© 0 0 o o

program g nie moze by¢ zdefiniowany w zaleznosci od wyniku
programu, ktéry jeszcze nie mégt by¢ wykonany

o tzn. program stop nie moze istnie

O

Jest to generyczny przyktad nierozstrzygalnosci.

13 /22 Andrzej Borzyszkowski (Instytut Informatyki | Logika dla informatykéw 14 /22

(Nie)rozstrzygalnosé

Nierozstrzygalnos$c¢ logiki predykatéw

Twierdzenie

Logika predykatow nie jest rozstrzygalna —
nie istnieje algorytm pozwalajacy stwierdzi¢ czy dana formufa ¢ (bez

szkic dowodu:

o rachunek klasyczny: algorytm sprawdzenia wszystkich wartosciowan
jest na pewno skuteczny (problemem praktycznym jest ztozonos¢)

@ rachunek intuicjonistyczny: poszukiwanie dowodu jest sterowane

skfadnig formut i musi skonczy¢ sie powodzeniem, jesli formuta jest

prawdziwa
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zmiennych wolnych) jest twierdzeniem logiki + .

o poprawnosc¢ i petnosé logiki predykatéw oznacza, ze - ¢ w.t.t.
M E ¢ dla wszystkich M.
Ale modeli jest nieskonczenie wiele i wyczerpujace badanie nie
wchodzi w gre.

o pytanie, czy istnieje jaki$ inny algorytm?
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(Nie)rozstrzygalnos¢

»Dowdd” nierozstrzygalnosci

wystarczy znalez¢ redukcje problemu stopu do problemu

rozstrzygalnosci logiki predykatéw

opisuje sie dowolny program komputerowy w jezyku logiki predykatéw
o ,zawartos$¢ komorki pamieci jest réwna ...",
o ,kolejng instrukcja jest ...",
o ,jesli zachodzi warunek, to ...",

o ,program zakonczyt dziatania i dat wynik ...", itd

wtasnos$¢ stopu programu p redukuje sie do problemu czy formuta
»program p ma wiasnos¢ stopu” jest prawdziwa
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(Nie)rozstrzygalnos¢ ~ Wyrazalno$é rachunku predykatéw

Wyrazalno$¢ rachunku predykatéw

rachunek predykatéw nie moze spetniaé zatozen tw. Godela
o niezupetnosci

wiele probleméw w informatyce ma postac grafu skierowanego
(automaty, systemy tranzycji, itd)

interesujg nas wtasnosci tego grafu, np. spéjnos¢, osiggalnosé

S0 S3

(D

S1 S

czy istnieje mozliwo$¢/niebezpieczenstwo przejscia ze stanu sp w stan
53?
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(Nie)rozstrzygalnos¢  Niezupetnos¢ — Tw. K. Godela

Niezupetnos¢ — Tw. K. Godela
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dla kazdego modelu M wystarczajaco bogatego

(np. umozliwiajacego arytmetyke) i kazdego (poprawnego) systemu
logicznego istnieje formuta ¢ prawdziwa w modelu, ale
niewyprowadzalna w logice: M = ¢ ale Mt/ ¢

w dowodzie kodujemy formuty i ich dowody jako liczby i konstruujemy

V4l

formute ,,nie mozna mnie dowies¢
oczywisécie nie mozna jej dowie$¢ i oczywiscie jest prawdziwa
dodanie dowolnych problematycznych formut jako aksjomatdéw nie
moze poméc — nadal beda spetnione zatozenia twierdzenia i nadal
beda istnie¢ formuty prawdziwe i niedowodliwe

dodanie wszystkich prawdziwych formut nie wchodzi w gre —

w systemie logicznym musi by¢ rozstrzygalny problem czy formuta
jest aksjomatem
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(Nie)rozstrzygalnos¢ ~ Wyrazalno$é rachunku predykatéw

Nieskonczonos¢ a logika predykatow

Qo

Qo

niech E(u,v) oznacza, ze istnieje krawedz od v do v

wowczas u = v V E(u,v) V Iw(E(u,w) A E(w, v)) oznacza, ze
istnieje Sciezka dtugosci najwyzej dwa od u do v

mozna zakodowac predykat istnienia Sciezki ustalonej dtugosci

czy mozna zdefiniowa¢ predykat ,,istnieje jakas Sciezka”?

Twierdzenie (o zwartosci)

Jesli skoriczone podzbiory zbioru zdan [ maja model, to caty zbidr tez ma.
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petno$¢ rachunku — istnienie modelu jest zwigzane z mozliwoscia
przeprowadzenia dowodu

kazdy dowdd jest skonczony i musi odwotywaé sie do skonczonej
liczby zatozen
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(Nie)rozstrzygalnos¢ ~ Wyrazalno$¢ rachunku predykatéw

Niewyrazalno$¢ nieskonczonej dyzjunkcji

o niech ¢p(u, v) oznacza, ze istnieje $ciezka dtugosci n od u do v,
o(u, v) — ze istnieje jaka$ Sciezka

o zbidr formut {—¢, | n=0,1,...} U {p} nie ma modelu — nie moze
jednoczesnie istnie¢ jakas $ciezka i zadna o konkretnej dtugosci

o a wiec istnieje (jakoby) N takie, ze zbidr
{=¢n | n=0,1,...,N}U{p} nie ma modelu

o ale oczywiscie istnieja modele, w ktérych istnieje Sciezka od v do v,
ale bardzo dtuga

o tzn. nie ma mozliwosci zdefiniowania ¢ powyzej
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(Nie)rozstrzygalnos¢  SQL

Przyktad: SQL

create table lubi (kto varchar(11), kogo varchar(11));

insert into lubi (kto,kogo) values (’Ewa’,’Pawel’),
(’Pawel’,’Ewa’), (’Pawel’,’Marta’), (’Marta’,’Ewa’),
(’Tomasz’,’Ewa’), (’Tomasz’,’Marta’);

-- Sciezki diugosci 1

select kto, kogo from lubi;

-- Sciezki diugosci 2

select distinct Z1.kto, Z2.kogo

from lubi Z1 join lubi Z2 on Z1.kogo=72.kto;
-- Sciezki diugosci 1 lub 2

select kto, kogo from lubi

union

select distinct Z1.kto, Z2.kogo

from lubi Z1 join lubi Z2 on Z1.kogo=72.kto;
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