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Semantyka klasycznego rachunku zdan

Semantyka — logika klasyczna
o semantyka = znaczenie
o wartosci logiczne: T (prawda) i F (fatsz)
o znaczenie zdania atomowego — (jego) warto$¢ logiczna
o znaczenie formuty ztoZzonej — warto$¢ logiczna wynikajaca z wartosci

(zawartych w niej) zdan atomowych oraz interpretacji spgjnikéw (por.
algebra logiki Boole'a)
Definicja
Niech atom(y) — zbiér wszystkich zdan atomowych formuty
Wartosciowanie (model) formuty ¢ to dowolna funkcja

v :atom(p) — {T,F}

Andrzej Borzyszkowski (Instytut Informatyki | Logika dla informatykéw 3/20

Semantyka klasycznego rachunku
zdan
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Semantyka klasycznego rachunku zdan

Interpretacja spéjnikow
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Semantyka klasycznego rachunku zdan

Przyktad wartosciowania

° o= (p——q)—(qV -p)

plag|-pP|—q|p——q|qV-p|(p——q)—(qV-p)
T|T|F|F F T T
TIF|F|T T F F
FIT|T|F T T T
FIF| T | T T T T

o atom(y) = {p, g} — cztery mozliwe wartosciowania

o w ogdlnoéci — 2/2tom()l wartoéciowar
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Semantyka klasycznego rachunku zdan Poprawno$¢ regut rachunku zdan

Indukcja matematyczna — rézne formy

o Posta¢ podstawowa: jesli ® jest wiasnoscia liczb naturalnych, t.z.

o ®(0) oraz
o zachodzi implikacja ,®(n) pociaga ®(n+1)",

to zdanie ® jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych

o Posta¢ wygodniejsza:
jesli pokazemy implikacje ,,(Vi < n.®(i)) pociaga ®(n)",
to @ jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych
o Indukcja strukturalna: jesli @ jest zdaniem dotyczacym obiektéw
»strukturalnych”, ktére sa zbudowane ze skonczonej liczby mniejszych
czesci i jesli udowodnimy
@ & zachodzi dla obiektéw atomowych,
@ & zachodzi dla obiektéw ztozonych przy zatozeniu, ze zachodzi
dla wszystkich podobiektéw (zatozenie indukcyjne),

to wéwczas zdanie ® jest prawdziwe dla wszystkich obiektéw
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Semantyka klasycznego rachunku zdan Poprawnos¢ regut rachunku zdan

Implikacja semantyczna / poprawnos¢ regut wnioskowania

Definicja (Implikacja semantyczna)

©1,---,%n |E ¥ oznacza
Jjesli w pewnym wartosciowaniu wszystkie formuty p; maja znaczenie T

to i 1) ma znaczenie T

o p A g = p: sprawdzamy w tabelce
o pV q £ p: boistnieje v, w ktérym v(p) =Fiv(q) =T
o pV q,—q E p: jedyny model to v(p) =T iv(qg)=F

o E gV —q: formuta g V —q jest prawdziwa dla dowolnego v

Twierdzenie (Poprawnos$¢ systemu wnioskowania)

Jesli p1,...,0n0 F Y, tO@l,---,@n):/l/}
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Semantyka klasycznego rachunku zdan Poprawnos$¢ regut rachunku zdan

Przyktad zastosowania indukcji strukturalnej

Twierdzenie

Liczby prawych i lewych nawiaséw w kazdej formule rachunku zdan sa
réwne.

Dowdd
Formuta o moze by¢ jednej z dwdch postaci:

o formutfa atomowa p — teza spetniona (0 nawiaséw)

o formuta zfozona: (1/\p2), (P1Ve2), (P1—p2), (me1).
zatozenie indukcyjne: podformuty ©1 oraz p» maja tyle samo lewych
i prawych nawiaséw.
Formuta o ma wszystkie nawiasy swoich podformut i dodatkowo
Jjedna pare na zewnatrz, wiec liczby nawiaséw w p s3 réwne.

Na mocy twierdzenia o indukcji twierdzenie powyzsze zachodzi. ([l
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Semantyka klasycznego rachunku zdan Poprawnos¢ regut rachunku zdan

Poprawnos$c¢ regut rachunku zdan

Dowod

Indukcja wzgledem dtugosci wywodu ©1, ..., pn ).
o Najkrétszy dowdd to ) = 1p. Wowczas oczywiscie 1 = 1.
o Jesli dowdd konczyt sie zastosowaniem reguty Ai, to 1) = 1112
i czes¢ tego dowodu jest dowodem formut 1)1 oraz v)». Z zatozenia:

=11 oraz [ =1y a wiec T = .

o Jesli jako ostatnig zastosowano regufe Ve, to znaczy, ze we
wczesniejszej fazie
o udowodniono formufe postaci 1)1V1)p z przestanek ze zbioru I,
o udowodniono 1) na podstawie przestanek z [ oraz 11,
o udowodniono 1) na podstawie przestanek z [ oraz 1)5.

Na podstawie zatozenia indukcyjnego I' |= 11V)a, T 11 = 1) oraz
[ E 1. A wiec T = 1.

o Podobnie analizujemy pozostate reguty rachunku zdan 0
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Semantyka klasycznego rachunku zdan Petnos¢ regut rachunku zdan

Petnosc¢ regut rachunku zdan c.d.

Definicja
Formuta 1) jest tautologia jesli |= 1 J

tzn. ¢ jest tautologia jesli jest prawdziwa dla dowolnego wartosciowania
wystepujacych w niej formut atomowych
Szkic dowodu

@ zaktadamy, ze p1— ... —pp—1) jest tautologia

@ uzasadniamy, ze p1— ... —pp,—1 da sie udowodnic

@ wnioskujemy, ze ¢1,...,pn 1 da sie udowodnic

Uwaga

Jak sie okazuje jedynym trudnym krokiem jest krok 2.
Nie bedziemy tego dowodzié, wystarczy pamietac samo twierdzenie.
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Semantyka klasycznego rachunku zdan Petnos¢ regut rachunku zdan

Petnosc¢ regut rachunku zdan

7S0n|:wr t09917~--7S0n|_¢

Twierdzenie (O petnosci)
Jedli o1, . .. J

tzn. jedli zachodzi implikacja semantyczna, to istnieje formalny wywaéd
formuty ze zbioru przestanek
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Semantyka intuicjonistycznego rachunku zdan  Struktury Kripkego

Semantyka intuicjonistycznego
rachunku zdan
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Semantyka intuicjonistycznego rachunku zdan Struktury Kripkego

Logika intuicjonistyczna

o gtéwnym przyktadem zdania, ktére nie ma dowodu uzywajacego regut
logiki intuicjonistycznej jest ¢ = pV—p
@ nie wiemy, czy prawdziwa jest podformuta p czy raczej —p

o niemniej w kazdym wartosciowaniu v : {p} — {F, T} wartoscia ¢ jest
T

o semantyka logiki intuicjonistycznej musi uwzgledniaé powyzsza
niepewnosé
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Semantyka intuicjonistycznego rachunku zdan  Struktury Kripkego

Interpretacja w strukturze Kripkego

Definicja

(%]

ulkp & per(u)

ulkpNY & ul-piul-yY

ulk eV & ulk @ lubulk Y

ulk p—1 < dla wszystkich v > u jesli v IF ¢ to v I 1

© © o o

ulk -y & dla wszystkich v > u zachodzi v ¥ ¢

@ — mozna uwazac za skrét od p— L i interpretowaé v I L jako rzecz
niemozliwg
Uwaga

Relacja I nazywana jest relacja wymuszania,
ulF o czytamy , w stanie u ¢ musi by¢ prawdziwe”
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Semantyka intuicjonistycznego rachunku zdan Struktury Kripkego

Struktury Kripkego

Definicja (struktura Kripkego)

Niech P oznacza zbiér zdan atomowych.

Intuicjonistyczna struktura Kripkego dla P to trojka (W, <, 1), gdzie
(W, <) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym, a 7 : W — P(P) jest
funkcja taka, ze jesli u < v to 7(u) C 7(v).

o szczegblnym przypadkiem jest zbiér W jednoelementowy,
woéwczas 7 okresla podzbiér zdan atomowych — interpretujemy je jako
prawdziwe

o czyli 7 jest warto$ciowaniem, jest to model w logice klasyczne;j
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Semantyka intuicjonistycznego rachunku zdan  Struktury Kripkego

Whtasnos$ci relacji wymuszania

Twierdzenie (Monotonicznosc)

Dla dowolnej formuty ¢, dowolnej struktury Kripkego (W, <, )
Jjesliul-@p iu<v, tovlkp, gdzieu,ve W.

Dowdéd
indukcja strukturalna:
o  jest zdanie atomowym: monotonicznosc T,

0 p = Y1/A\py: twierdzenie zachodzi dla podformut (zatozenie
indukcyjne) wiec i dla formuty ¢,

9 p = p1Vo: analogicznie,

0 = p1—ps: wiadomo, ze ult o iu < v. Niechv < V' iVv'IF ;.
Woéwczas v' I po. Czyli v IF p1—p5.

0 negacja jest szczegélnym przypadkiem implikacji
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Semantyka intuicjonistycznego rachunku zdan Struktury Kripkego

Tautologia logiki intuicjonistycznej

Definicja (Tautologia)

1) jest tautologia (notacja: |+ 1) w.t.w. dla kazdej struktury Kripkego
(W, <, T) oraz kazdego stanu u € W zachodzi u I 1)

o jednopunktowe struktury Kripkego wystarczaja do semantyki logiki
klasycznej

o czyli tautologia logiki intuicjonistycznej jest réwniez tautologia logiki
klasycznej

o ale nie na odwrdt

Uwaga: okaze sig, ze wystarczy rozpatrywac struktury Kripkego, ktére sa
drzewami. Bedziemy sie pytaé¢ wytacznie, czy formuta zachodzi w korzeniu.
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Poprawno$¢ i petnos¢ systemu wnioskowania logiki
Semantyka intuicjonistycznego rachunku zdan intuicjonistycznej

Poprawnosc i petnos¢ systemu wnioskowania logiki intuicjonistycznej

Definicja (Intuicjonistyczna implikacja semantyczna)

[ w.tw.

gdy dla kazdej struktury Kripkego (W, <,T) i kazdego u € W,
Jeshi u Ik 1) dla wszystkich ) € T, to réwniez u I+ ¢

Twierdzenie

Reguty wnioskowania intuicjonistycznego rachunku zdan sa poprawne
i petne wzledem klasy wszystkich struktur Kripkego:

I w.t.w. M-

o dowdd jest poza zakresem obecnego wyktadu.
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Semantyka intuicjonistycznego rachunku zdan Struktury Kripkego

Najwazniejsza nie-tautologia: p V —p

Przyktfad

p V —p nie jest tautologia intuicjonistycznego rachunku zdan

p

Prawdziwos¢ formuty p V —p nie jest wymuszona w korzeniu
p nie musi by¢ prawdziwe, bo nie jest zaznaczone
—p nie musi by¢ prawdziwe, bo w dalszym stanie prawdziwe jest p

o logika klasyczna: p V —p jest tautologia, cho¢ ani p ani —p nie musza
by¢ prawda
o logika intuicjonistyczna: i wfasnie dlatego p VV —p nie jest tautologia
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Poprawno$¢ i petnos¢ systemu wnioskowania logiki
Semantyka intuicjonistycznego rachunku zdan intuicjonistycznej

Poprawnosc i petnosc c.d.

Twierdzenie (Modele skoniczone)

Reguty wnioskowania intuicjonistycznego rachunku zdan sa petne wzledem
klasy wszystkich struktur Kripkego, ktérych zbiér standw jest drzewem
skonczonym.

Whiosek

Szukajac , konstruktywnego kontrprzyktadu” wystarczy ograniczyc sie do
drzew skonczonych.
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