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Weryfikacja software’u Notacja T. Hoare’a

o specyfikacja R w jezyku naturalnym stan programu = wartosciowanie zmiennych

o przeksztatcona w formute pg logiki znaczenie programu = przeksztatcanie wartoSciowania zmiennych

o program P w jezyku programowania tj. przy danym stanie wyjSciowym otrzymujemy stan koncowy
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o taki, ze P spetnia pr

o dowdd spetnialnosci osiagnigty — problem stopu

o notacja (| P (¢]) znaczy: program P, startujac w stanie
spetniajacym ¢, konczy w stanie spetniajagcym v

osobno trzeba dyskutowaé problem czy stan koncowy zostanie

Jezyk programowania:

o wyrazenia arytmetyczne: o np. (x>0 P((y—1)-(y—1) < x < y-y| oznacza, ze program P
E:=n|x|(-E)|(E4+E)|(E—-E)|(ExE) oblicza pierwiastek kwadratowy z liczby dodatniej x zaokraglony
o wyrazenia boolowskie: w gére, pierwiastek zapamietany jest w zmiennej y

B ::=true |false | (E < E) | (1B)| (B& B) | (B| B)

Definicja
o programy: C :=x=E | C; C | if B then {C} else {C hile B {C
programy X | i n {C} {C) [ whi a Stan ¢ spetnia formufe o, jesli M =y ¢ w modelu M dla liczb

naturalnych z wartosciowaniem zmiennych ¢
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Logika Hoare'a

Poprawnos$c¢ czeSciowa i catkowita

Definicja
Poprawnosé¢ czesciowa: “program P, startujac w stanie spetniajacym o,
konczy w stanie spetniajacym 1", o ile osiggnie stan koncowy, oznaczenie

Fpar () P (4]

o program, ktéry sie zapetla jest z definicji poprawny — nie wyprodukuje
fatszywego wyniku
o np. (|)) while true {x=0} (|0 = 1))

Definicja
Poprawnos¢ catkowita: “program P, startujac w stanie spetniajacym o,
konczy w stanie spetniajagcym 1", a stan koncowy na pewno osigga,

oznaczenie o () P (1))

o czyli poprawnos$¢ czesciowa plus warunek stopu

o program petlacy sie nie spetnia zadnej specyfikacji
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Logika Hoare'a

Reguty dla czesciowej i catkowitej poprawnosci

o Celem bedzie zdefiniowanie regut takich, by wyprowadzalne byty
zdania o czeSciowej i catkowitej poprawnosci:
Fpar (l) P ()
Fror (0l) P (4]

o Pozadane wtasnosci:

o zdrowo$¢ (poprawno$¢ regut):
jesl Fpar (i) P (1), o par (i) P (%)
jesliFror () P (). to F=tor () P (2D

o petnos¢: przeciwne implikacje

o dowdd poprawnosci regut polega na sprawdzeniu kazdej reguty
(i jest tatwy)

o dowdd petnosci regut jest o wiele trudniejszy
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Logika Hoare'a

Przyktad: silnia po raz pierwszy

o Ponizszy program Sill liczy silnie x, odczytujemy wynik w y, liczby sa
catkowite
y=1
z=0;
while (z!=x){
z=z+1;
Y=Y*Z,

}

ale program ten nie zwréci zadnego wyniku, jesli x < 0

©

©

() Sil1 (y = x!]) jest prawdziwe w semantyce cze$ciowej poprawnosci

©

(x > 0)) Sil1 (y = x!)) jest prawdziwe w semantyce catkowite;
poprawnosci

©

gdyby warunek w petli byt sformutowany z < x, to program konczytby
dziatanie zawsze, dla wartosci x < 0 konczytby dziataniez y =1
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Logika Hoare'a

Problem ze zmiennymi

o Program Sil2 tez liczy silnie x, odczytujemy wynik w y
y=1;
while (x!=0){

Y=Y*X;
x=x—1

o ale na zakonczenie zmienna x bedzie miata warto$¢ 0

o (x > 0] Sil2 (jy = x!|) jest po prostu fatszem — y jest silnig
oryginalnej wartosci x, a tymczasem x = 0.

o trzeba oryginalng warto$¢ x zapamietac:
Fiot (x >0 A x = X)) Sil2 (Jy = xo!|)

o def.: zmienna logiczna: zmienna wystepujaca w formule Hoare'a, nie
zwigzana kwantyfikatorem, i nie wystepujaca w programie.
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Reguty logiki Hoare'a

Reguty logiki Hoare’a dla czeSciowej poprawnosci

o zfozenie:

(2D Prn)  (nd P2 (4]
() Pr; P2 ()

O przypisanie:

(YIE/X]) x = E (%)

w formutach nie powinno sie uzywac kwantyfikatora wigzacego
zmienne inne niz logiczne

©

wowczas podstawienie w formule jest bezproblemowe
Frot (2=2)) x =2 (x = 2]

)Ztot (‘2 :}’DXZ2 (’XZ)’D
Fiot (2=3]) x =2 (x =3|) dla kazdego stanu, ze 2 = 3 program
konczy dziatanie itd. Implikacja spetniona jest w prézni.
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Reguty logiki Hoare'a

Reguta wiazaca logiki predykatéw i Hoare’a

o
Fa'—¢  (e)P(¥)  Fap— ¢
(') P (')
gdzie -4 oznacza wyprowadzalno$¢ w logice predykatéw dotyczacej
arytmetyki.
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Reguty logiki Hoare'a

Reguty logiki Hoare’a c.d.

@ instrukcja warunkowa:

(e AB) PL(v) (A —B) P (¢)
() if B then {P1} else {P2} (9])

o petla:

(v A B) P (¢)
() while B {P} (v A =B)

o czedciowa poprawnos¢: jesli program while B {P} zakonczy dziatanie,
to bedzie spetniony warunek —B

@ nie mozemy zagwarantowaé catkowitej poprawnosci, warunek wyjscia
z petli nie musi zostaé osiggniety

o  jest niezmiennikiem petli (tzn. jesli doszto do wykonania ciata petli,
to warunek sie nie zmienit)
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Reguty logiki Hoare'a

Zapis dowodéw w logice Hoare’a

o kazdy dowdd logiki mozna zapisa¢ jako drzewo

@ mozna zapisa¢ w postaci linearnej

o ale nawet woéwczas fragmenty programu bytyby wielkrotnie kopiowane
— w kazdej regule przestanki i konkluzja zawieraja te same elementy

o idea: nie kopiowac¢ elementéw programistycznych, a formuty logiczne
wstawia¢ do Srodka programu, program traktuje je jako komentarze

o reguta dla wiazaca z logika
predykatéw pozwala na zapis

o np. reguta dla ztozenia
pozwala na zapis:

() (14

Pr; ()
(n) P
2 (v)
() (%0
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Reguty logiki Hoare'a

Zapis dowodéw w logice Hoare’a c.d.

Definicja
Dla danego programu P i formuty 1 najstabszym warunkiem wstepnym
(weakest precondition) jest takie o, ze

o (o) P (v
o jesli (') P (), to ' — ¢

), oraz

o podstawowym sktadnikiem programu jest przypisanie, reguta dla
przypisania "dziata wstecz"

o np. dla przypisania x = E  wp(y)) = Y[E/X]
o aby udowodni¢ ([ P (j¢]) wystarczy udowodni¢ ¢ — wp(v))
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Reguty logiki Hoare'a

Instrukcja warunkowa

o szukamy nastabszego ¢ tak by (@) if B then {P1} else {P>} (¢

o zatézmy, ze (Jp1)) P1 (%)) oraz (jw2)) P2 (%))

o wéwczas ¢ = (B — ¢1) A (B — ¢2) jest najstabszym warunkiem
dla instrukcji warunkowe;j

o odpowiada do doktadniej regule pochodnej dla instrukcji warunkowej

(1) P1 (7)) (02) P2 (%)
((B = 1) A (=B — 2))) if B then {P1} else {P2} (v))
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Reguty logiki Hoare'a

Przyktady z przypisaniem

(ly <3 (I
ly+1<4) (x+y=x+y)
y=y+1 zZ=Xx;
ly < 4)) (z+y=x+y)
z=z+Yy,
(z=x+y)
u=2z
ju=x+yl
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Reguty logiki Hoare'a

Petla

o jest to jedyne miejsce, w ktérym trzeba dokonac wysitku umystowego
— nie ma automatycznego wyliczenia jednej formuty logicznej z innej
o celem jest dowdd (|| while B {P} ([¢))
o trzeba znalez¢ niezmiennik n taki, ze
oY=

o (nAB)P(n)
o??/\ﬂB—)@/)
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Reguty logiki Hoare'a

Dowdéd poprawnosci programu liczacego silnie

o (x >0]) Sill (jy = x!)
o ciatem petli jest

z=12z+1;
y=yx*xz

o niezmiennikiem petli jest formuta y = z! (nie potrzebujemy nawet

dodatkowe warunku wejscia do petli)

o jedna konieczna implikacja jest by w potaczeniu z warunkiem wyjscia

z petli otrzyma¢ y = x!

o z drugiej strony niezmiennik musi by¢ by¢ prawdziwy w stanie przed

wejsciem do petli
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Najwiekszy wspolny dzielnik

(N = NWD(a, b))
while(b){

(N = NWD(a,b) A b > 0)
e =R e (N = NWD(b, a%b))
niezmiennikiem petli jest c=a

N = NWD(a, b) (N = NWD(b, c%b))
implikacja na poczatku petli a=b;

zachodzi poniewaz dla b > 0 (N = NWD(a, c%b))
NWD(a, b) = NWD(b, a%b) b = c%b:

koncowa implikacja zachodzi (N = NWD(a, b))

obliczamy NWD(a, b)
while b : a,b = b, a%b; return a

wszystkie liczby sa naturalne

poniewaz NWD(a,0) = a }
(N = NWD(a, b) A b = 0)
(N =a)
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Reguty logiki Hoare'a

Dowod dla silni c.d.

(1=0!)

y=1

(y = o)

z=0;

(y =2!) niezmiennik petli trzeba wymysle¢

while(z '= x){

(y =2z ANz # X
(y-(z+1)=(z+1)!)
z=z+1;

Iy -z=2!)
y=yxz

Iy =2!)

}

Iy = 2! A =(z # X))
Iy = x!)
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Reguty logiki Hoare'a

Szybkie potegowanie

obliczamy b", wynik w r (Pow = b"|)
r = 1; while(n){ r=1
if (n%2){n——;r=>bxr;} (]Pgw:r-b”\)
else{n=n/2;b=Db=xb;} '_’Vh’/e(”){
} if (n%?2)
(Pow = (b-r)- ")
fn——  (Pow=(b-r) ")
r=bxr;} (Pow = r- b"|

warunek if jest niekonieczny,
dla liczb parzystych ten wzér
tez dziata

warunek else jest istotny,
parzysto$¢ n gwarantuje, ze
n=2-(n/2) i zachodzi

(Pow = r - (b?)"/2)
{n=n/2;

i b= bxb; Pow =r - b"
implikacja (Pow = r -}b”) ( D
niezmiennikiem jest }

Pow =r-b" (|Pow:r-b"/\n=0|)

(Pow = r))
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i musi zachodzi¢ na koncu ciata petli

else (Pow = r-b" A n%2 = 0)

(Pow =r-(b-b)")
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(Pow = r-b" A n#0))
(Pow = r-b" A n%2 # 0))
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Catkowita poprawnosc Catkowita poprawnosc c.d.

o jedynym problemem jest petla i mozliwos¢ nieskofnczonych obliczen w przyktadzie Sill wielkoScig zmieniajaca sie jest x — z
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bez wyjscia z petli

dowdd, ze petla musi sie skonczy¢ polega na wprowadzeniu
licznika/ogranicznika

czyli taka wielko$¢, ze maleje z kazdym wykonaniem ciata petli i ma
tylko skonczenie wiele mozliwych wartosci

w konkretnych przyktadach nie musza to by¢ liczby ale np. podrzewa,
podformuty i wiele innych sytuacji, w ktérych dziata dowdd przez
indukcje

(InNBANO<E=E|)P(nAN0<E<KE)
(n A 0 < E|) while B {P} (n A —B)
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program Sill nie zapetla sie jedynie przy zatozeniu, ze x > 0
dla NWD zmniejsza sie max(a, b) jesli liczby byty dodatnie
dla potegowania zmniejsza sie n jesli na poczatku n > 0

nie istnieje automatyczny sposéb sprawdzania, czy program
gwarantuje zakornczenie dziatan (problem stopu)

np. program Collatza

while (cl=1){
if (c%2==0) {c=c/2;}
else {c=3%c+1;}

}

nie wiadomo, czy =0t (x > 0|) Collatz (|))
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