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Rachunek predykatéow

o rachunek zdan dotyczy budowy zdan ztozonych ze zdah atomowych

o ale skad sie biorg zdania atomowe?
Przyktady (lekko tendencyjne) zdan atomowych:

o Alicja jest studentka

o kazdy student lubi sie czegos$ uczyc
o Alicja lubi sie czego$ uczy¢

o Alicja lubi sie uczy¢ jezyka Java

o niektérzy studenci nie lubia sie uczy¢ jezyka Java
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Rachunek predykatéw, c.d.

©

elementy: Alicja, jezyk Java

(%]

predykaty (relacje): jest studentka, lubi sie uczy¢

©

kwantyfikatory: kazdy, czego$/niektérzy

©

jest studentka(Alicja)

o V x (jest studentka(x)— Ty lubi sie uczyé(x, y))

o jest studentka(Alicja) A 3y lubi sie uczyé(Alicja, y)

o jest studentka(Alicja) A lubi sie uczy¢(Alicja, jezyk Java)
o Jx (jest studentka(x) A —lubi sie uczyé(x, jezyk Java))
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ZaleznosSci pomiedzy zdaniami

o jesli Alicja jest studentka i kazdy student lubi sie czego$ uczy¢, to
dotyczy to i Alicji

o jesli kazdy student lubi czego$ sie uczyé, to znaczy, ze nie istnieje
taki, ktory niczego nie chciatby sie uczyc

o jedli istnieje student, ktory nie lubi Javy, ale Alicja lubi, to znaczy, ze
Alicja nie jest jedyna studentka

o itd.

Podobnie jak w rachunku zdan

o najpierw reguty dowodzenia: p1,...,0n F ¥

o pdzniej semantyka (znaczenie)
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Jezyk formalny

formuty, ale i termy oznaczajace elementy
predefiniowane zbiory symboli relacyjnych P i funkcyjnych F

kazdy symbol ma arnosc tzn. liczbe argumentéw

© 0 o o

nie rozwazamy tu typowania, tzn. nie rozwazamy typéw dla réznych
elementéw

©

sygnatura = zbiory P i F wraz z definicjami arnosci
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Funkcje

o kazda funkcja jest relacja

o ale relacje funkcyjne warto zapisywaé inaczej

o Alicja i Bolek maja wspdlng babcie (ze strony matki):
V xV yV zV t (matka(Alicja,x) A matka(x,y) A matka(Bolek,z) A
matka(z,t) — y = t)

o ale matka jest tylko jedna: matka(Alicja)=x

o matka(matka(Alicja))=matka(matka(Bolek))
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Termy

o gramatyka (w postaci Backusa Naura)
tu=x|cl|f(t,...,t)

o x jest zmiennga (z nieskonczonego zbioru zmiennych)
o c jest symbolem statej, tzn. funkcji z zerowa liczba argumentéw
o f jest symbolem funkgcji, liczba terméw w nawiasie jest réwna jej
arnosci
Przyktad
o arytmetyka: {0,+, —, %, /}
o teoria mnogosci: {0, \,U,N}
o rachunek zdan: {L,—,V,\,—}
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Formuty Wiazanie zmiennej

0 ¢ =Vx.(P(x) A Q(x)) —
—P(x) vV Q(y)

o wystapienie zmiennej w formule
@ jest zwigzane, jesli w drzewie
formuty ¢ powyzej wystapienia
zmiennej wystepuje operator
wigzacy te zmienng

o gramatyka (w postaci Backusa Naura)

pu=P(t,...;t) | t=t]
(o) [ (e A@) [ (V)| (p—¢)]
(Vx.) | (3 x.)

o t sg termami oznaczajacymi elementy, P jest symbolem relacyjnym,

liczba termdéw w nawiasie jest rowna arnosci symbolu o operator wigze wszystkie wolne

wystapienia swojej zmiennej
w podformule

o Vx.(Vx.(P(x) A Q(x)) —
=P(x) V Q(y)) pierwszy

o X jest zmienng przebiegajaca elementy

@ mozna sie uméwié by opuszcza¢ zbedne nawiasy, np. zewnetrzne

o operatory V x oraz 4 x wigza podobnie jak negacja, tzn. najmocniej

zwiazane wolne kwantyfikator wigze jedynie
zZwigzane ostatnie x
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Podstawienie Podstawienie — przyktad

o dane: formuta ¢, nazwa zmiennej x, term t
o podstawienie t za x jest operacja produkujaca nowa formute [t/x]
o podstawienie dotyczy jedynie wolnych wystapien zmiennej x

o w pierwszym przyblizeniu odpowiada zamianie wszystkich wolnych
wystapien zmiennej w formule odpowiednim termem

o podstawienie [f(x,y)/x] wyprodukuje
o Vx.(P(x) A Q(x)) — —=P(f(x,y)) V Q(y)
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Podstawienie — warunek konieczny

o gdyby formuta z przyktadu byta czescig wiekszej catosci, i powyzej
znajdowatby sie operator wigzacy zmienna y,
o wodwczas przed podstawieniem wigzatby tylko jedno wystapienie y,

o a w formule z poprzedniego slajdu wigzatby dwa wystgpienia y
(przechwycenie dodatkowego wystapienia)

Definicja
o term t jest wolny dla x w formule ¢ w.t.w. Zadne wolne wystapienie x
w @ nie lezy w zasiegu wigzania zadnej ze zmiennych wolnych w t

o podstawienie ¢[t/x] jest wykonywane tylko jesli term t jest wolny
dla x
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Dedukcja naturalna

o wszystkie reguty dowodowe rachunku zdan pozostaja w mocy

o dodatkowe reguty dotycza predykatu réwnosci oraz kwantyfikatoréw

o podobnie do rachunku predykatéw wystepuja reguty wprowadzania
i eliminacji

@ intuicjonistyczny rachunek predykatéw nie obejmuje prawa
wytaczonego srodka — klasyczny obejmuje i te regute

o wprowadzanie réwnosci:

(=1)

t=1t

o eliminacja réwnosci:

tp = b go[tl/x] (:e)

\
plt2/x]
ta reguta moze by¢ zastosowana wytacznie jesli t; i t» s3 wolne dla x
w @
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Podstawienie — formalna definicja

x[t/x] =t
ylt/x|=y oilex#y
c[t/x] =c¢

f(tr,...,tn)[t/x] = f(ta[t/x],. .., ta[t/x])

P(t1,...,tn)[t/x] = P(t1[t/x],. .., ta[t/x])

(t1 = 02)[t/x] = (ta[t/x] = t2[t/X])

(=p)[t/x] = (—¢lt/x])

(1 A 2)[t/x] = (ea[t/x] A p2[t/x])

(1 V @2)[t/x] = (pa[t/x] V p2[t/x])

(1 = @2)[t/x] = (eat/x] — @2[t/x])

(V xp)[t/x] = (V xi)

(Yyo)[t/x] = (Vyp[t/x]) oile x# y it nie ma wolnego y
(3 Xsog[t/X] = EH xp)

Byp)t/x] = (3ye[t/x]) oile x#y it nie ma wolnego y
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Rownosc¢

o zwrotnos¢: jest reguta
0 symetria: tj =t Fth =1t
1 t; =t, przestanka
2 =t (:I)
3 b=t (=e) 1,2
dla formuty ¢ réwnej x = t1
0 przechodnio$é: t; = ty, tr = t3 - t1 = t3
1 t; =t, przestanka

2 tp =tz przestanka
3 =13 (:e) 2,1

dla formuty ¢ réwnej t; = x
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Rachunek predykatéw — dedukcja
naturalna
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Wprowadzanie kwantyfikatora ogdlnego

o podobnie jak w przypadku wprowadzania koniunkcji, mamy mndstwo
przestanek postaci ¢

X0

(p[Xo/X] (V i)
Y xp

o wiemy, ze ¢ zachodzi, i ze zmienna w ¢ jest catkowicie niezalezna od
Swiata zewnetrznego

o technicznie, wybieramy swiezg zmienng dla ¢

Andrzej Borzyszkowski (Instytut Informatyki | Logika dla informatykéw 19/28

Reguty dedukcji naturalnej rachunku predykatéw  Kwantyfikator ogélny

Eliminacja kwantyfikatora ogodlnego

o skoro ¢ jest prawdziwe dla kazdego x, to réwniez dla konkretnego

termu t
YV xp

plt/x]

o zapis podstawienia [t/x]| oznacza m.in., ze t jest wolny dla x w ¢,
czyli podstawienie jest wykonalne

(Ve)

Uwaga
o np. wp = 3y(x < y) podstawienie [y /x| jest niewykonalne
-V x3y(x < y) jest prawda, y(y < y) jest fatszem
o V x¢ vogdlnia pojecie koniunkcji, p[t/x] jest jednym z (potencjalnie)
nieskonczenie wielu ,,czynnikéw” tej koniunkcji
O nie jest to regufa, a raczej schemat reguft, do zastosowania do prawie
dowolnego t
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Przyktad dowodu

V x(P(x) — Q(x)),V xP(x) F V xQ(x)

1 Vx(P(x) — Q(x)) przestanka
2 VxP(x) przestanka
3 | x0 P(x0) — Q(x0) Ve 1

4 P(x0) Ve 2

5 Q(x0) —e 3,4

6 VxQ(x) Vi 3-5
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Wprowadzanie kwantyfikatora egzystencjalnego

o Jxy uogdlnia pojecie dyzjunkcji, p[t/x] jest jednym z (potencjalnie)
nieskonczenie wielu jej ,skfadnikow”

o ale czy istnieje choc¢ jeden?

o regufa wprowadzania analogiczna do wprowadzania dyzjunkgcji

o jest to schemat regut, odrebna reguta dla kazdego termu t

elt/x] €h
dxp
o uwaga: zapis ¢[t/x] sugeruje, ze ¢, t,x s3 znane —
wcale tak nie jest

o jesli wiemy, ze 2+ 2 = 4, to mozna wyprowadzi¢ I x(x + x = 4), albo
Ix(2+ 2 = x), albo Ix(x +2 =4), albo Ix(2+ x = 4), albo
dx(x =4), albo Ix(2+2=4)
o to ostatnie wymaga wyjasnien
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Niepuste dziedziny c.d.

o przyktad: dowdd dla V xp F J xp

1 VX przestanka
2 olx/x] Vel
3 dxe Ji 2
o jesli kazdy krasnoludek nosi czapeczke, to istnieje krasnoludek, ktéry
nosi czapeczke

o  — ,nosi czapeczke”, x przebiega zbiér krasnoludkéw
o bezprawnie — dziedzina jest pusta

o w powyzszym dowodzie term x ma oznaczaé co$ istniejacego
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Dziedziny — puste czy niepuste?

©

termy maja znaczenie jako elementy pewnych dziedzin

©

sg dwa podejscia do teorii logiki |l rzedu
o mozna zaktadaé, ze dziedziny s3 niepuste
o lub nie zaktada¢

©

jest jasne, ze krasnoludki nie istnieja (powiedzmy. . .)

©

ale czy kazdy kazdy krasnoludek nosi czapeczke?
o to prawda, jesli dopuszczamy, by dziedzina byfa pusta,
a stwierdzenie prawdziwe z powodu braku kontrprzyktadu
o to nieprawda, jedli niejawnie zaktadamy, ze zdanie powyzsze
sugeruje istnienie

(%]

reguta wprowadzania (3 /) zaktada, ze term t co$ oznacza

(%]

JAPE stosuje stowo kluczowe ,actual” dla oznaczenia, ze zmienna
oznacza co$ istniejacego w dziedzinie
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Eliminacja kwantyfikatora egzystencjalnego

o podobnie jak dla binarnej dyzjunkgcji, trzeba udowodni¢ pewna
formute przy kazdych mozliwych zatozeniach

xo  @[x0/x]

dx¢ v,b (3e)
(0
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Przyktad c.d.

o jesli istnieja krasnoludki i kazdy krasnoludek nosi czapeczke, to
czapeczki sg potrzebne — istnieja krasnoludki i wtasnie nosza
czapeczki

o P — jest krasnoludkiem, Q — nosi czapeczke, x przebiega zbidr
krasnoludkéw

1 IxP(x) przestanka
2 Vx(P(x) — Q(x)) przestanka
3 | x0 P(x0) zatozenie
4 P(x0) — Q(x0) Ve 2

5 Q(x0) —e 4,3

6 IxQ(x) di 5

7 IxQ(x) Jde 1,3-6
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Fatszywy ,,dowod”

1 IxP(x) przestanka
2 Vx(P(x) — Q(x)) przestanka
3 x0

4 x0  P(x0) zatozenie
5 P(x0) — Q(x0) Ve 2

6 Q(x0) —e 5,4

7 Q(x0) Jde 1,4-6
8 VxQ(x) Vi 3-7

o np. P — liczba jest podzielna przez 4, Q — jest parzysta
o nie wolno zadeklarowa¢ zmiennej x0 powtdrnie, musi by¢ inna

o ale dowdd uzywajacy innej zmiennej x1, nie bedzie dowodem
uzywajacym ,dowolnej” zmiennej x0
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Inny przyktad

1 AxP(x) przestanka
2 VxVy(P(x) — Q(y)) przestanka
3 y0

4 x0  P(x0) zatozenie
5 Vy(P(x0) — Q(y)) Ve2

6 P(x0) — Q(y0) Ve 5

7 Q(y0) —e 6,4

8 Q(y0) Jde 1,4-7
9 VyQ(y) Vi 3-8

—_
o
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Réwnowaznosci z kwantyfikatorami

Twierdzenie
o prawa de Morgana: —(¥ xp) 4 I x(—¢) —(3 xp) 4 V x(—¢)
o przy zatozeniu, ze zmienna x nie jest wolna w formule 1
Vx( A @)= AV xp IAx(p A ) d-Y AT xp
Vx(y V)19 VVxe Ix(yp V) d-¥ Vv Ixp
Vx(p— ) -9 —Vxp Ix(yp — p) 19— Ixp
Vx(p = ¢) = 3Ixp =¥  Ix(p =) Vxp -9
uwaga na zmiane kwantyfikatoréw w ostatnim wierszu
o Vx(v Ap)d-Vxy AV xp
Ax(¢ V ) 4F Ixyp V I xep

o wuogdlniaja niektére z powyzszych réwnowaznosci

o analogiczne uogdlnienia pozostatych nie s3 prawdziwe
Vx(y Vo)AV xyp VY xp
Ax(p Ap)FEIxp AT xe
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