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Logika Organizacja

Zatozenia

o wstep do matematyki
o zbiory i operacje na nich — suma, przeciecie, réznica, iloczyn
kartezjanski, ...
o relacje i operacje na nich
o funkcje (réwniez czesciowe) jako szczegdlne relacje
o Srodowisko programisty + wstep do programowania
o Linux, w tym umiejetnos$¢ korzystania z terminala
o podstawowa umiejetno$¢ programowania
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Analysis, Revised edition, MIT Press, 2012

o G. J. Holzmann, The SPIN Model Checker: Primer and
Reference Manual, Addison-Wesley, 2004

o i wiele innych rozproszonych materiatéw

materiaty sa/beda dostepne inf.ug.edu.pl/ amb
obecno$¢ na wyktadzie (oczywiscie) nieobowigzkowa
znajomos¢ wyktadu (oczywiscie) obowigzkowa

juz na ¢éwiczeniach

© 06 0 o o

egzamin na zakonczenie
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Logika Przeglad

Logika

o stwierdzenia deklaratywne — wyrazenia o wartosci logicznej: ,,pada
deszcz" ale nie: ,czy pada deszcz?”, ,deszczu, deszczu przestan
padac”, ,co za pogodal!”, ...

o stwierdzenia mozemy t3czy¢ spdjnikami logicznymi

o negacja: ,nieprawda, ze pada”,

o koniunkcja: , pada deszcze i $wieci stonce”

o dyzjunkcja (alternatywa): ,pada deszcz lub $wieci stonce”
uwaga: wystepuje tez alternatywa roztaczna ,albo...albo";
przyjmujemy nieroztaczna

o implikacja: , jesli teraz pada, to beda grzyby”

o bardziej skomplikowane s3 stwierdzenia z kwantyfikatorami

o dla kazdego x

o istnieje x taki, ze
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Logika Przeglad

Logika Przeglad

Problemy Czym zajmuje sie logika

o wartosci nieznane: ,kazda liczba parzysta > 2 jest suma dwoch liczb °
pierwszych” (hipoteza Goldbacha) °

o jeszcze niekredlone: , jutro bedzie padac” °

o doktadniejszy opis rzeczy zmiennych: ,zawsze jest tak, ze jesli pada

deszcz, to pdzniej bedzie stonce” °
o implikacja materialna: ,,jedli na ksiezycu pada deszcz, to..."
o ,albo jest pogoda, albo jest stota” — czy to prawda?

o ,aby udowodnié twierdzenie, udowodnimy lemat” — skad pomyst na

jezyk (sktadnia) — jak budowane s3 sensowne napisy

semantyka — co one znaczg

wnioskowanie — zaktadamy prawdziwos$¢ pewnych zdan, jak zbudowacd

inne, tez prawdziwe

wtasnosci systemoéw logicznych:

niesprzeczno$¢ — nie da sie wywies¢ nieprawdy z prawdziwych zatozen

zupetnos$¢ — kazde zdanie prawdziwe mozna udowodnié

taki lemat?
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Logika  Przeglad Logika  Przeglad
Historia logiki w 10 linijkach ... do informatyki
@ Arystoteles — zdanie, prawdziwe lub nie o obliczalno$¢ — komputery
@ Leibniz (XVII w.) — spdjniki logiczne, obliczenia symboliczne o teorie typow — jezyki programowania
@ Boole (XIX w.) — logika jak algebra, bit = 0 lub 1 o rachunek lambda +— jezyki funkcyjne
@ Frege (XX w.) — kwantyfikatory, logika jako podstawa o teoria modeli — jezyki specyfikacji i prototypowania
® Russell — paradoksy: ,teraz ktamie”, remedium: teoria typoéw o pojecie spetniania — weryfikacja modelowa
® Hilbert — wiara w system aksjomatéw opisujacych cata matematyke o reguty wnioskowania — semantyka operacyjna
@ Godel — tak sie nie da: odpowiednio bogaty system musi by¢ o logiki modalne +— opis zachowania programéw
niezupetny, pojecie obliczalnosci (co jest mozliwe, co konieczne, co prawdopodobne)
Tarski — pojecie modelu o logiki temporalne +— opis zachowania programéw w czasie
@ Church — rachunek lambda jako wzér obliczen (programowanie (co moze sig zdarzy¢ w przysztosci, co musi sig zdarzy¢, .. .)
funkcyjne — Lisp, Haskell)
@ Turing — maszyna Turinga jako model obliczen, implementacja
elektrotechniczna
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Spis

Logika Przeglad

tresci catosci

rachunek zdan: dedukcja naturalna, jezyk formalny, semantyka,
wtasnosci rachunku: niesprzecznos$¢ i zupetnosé, postacie normalne,
SAT solvers

rachunek predykatéw: jezyk formalny, dedukcja naturalna, semantyka,
modelowanie z uzyciem rachunku relacyjnego

program Alloy pozwalajacy budowaé prowizoryczne modele systemoéw
logiki temporalne: pozwalajace wyrazac ,zmienno$¢”, logiki LTL
i CTL — skfadnia i semantyka

weryfikacja modelowa (model checking): weryfikator modelowy SPIN,
algorytmy weryfikacji modelowej dla LTL i CTL
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Rachunek zdan Jezyk rachunku zdan
Jezyk rachunku zdan
o gramatyka (w postaci Backusa-Naura)
pu=pl(=o) [ (e A@) [ (pVe)l(p—y)
gdzie p oznacza zdanie atomowe
o kazda formuta ma jednoznaczne drzewo rozbioru gramatycznego,
a poddrzewa wyznaczaja podformuty
o mozna zrezygnowaé z nawiaséw zewnetrznych
© mozna przyjac site wigzan: —, potem A i V, a najstabiej —
© mozna przyja¢ kierunek wiazan
o do lewej: @ A ) A x zamiast (o A ) A x
o do prawej: ¢ — 1 — x zamiast ¢ — (1) — X)
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Rachunek zdan

Rachunek zdan
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Rachunek zdan Jezyk rachunku zdan

Jezyk, c.d.

© 0 o o

©

Andrzej M.

uwaga: (i A 1) A x nie jest réwne ¢ A (¢ A X)

ani ¢ A ¥ nie jest rébwne ¥ A ¢

ani ¢ nie jest réwne ¢ A ¢, itd., itp.

formuty moga by¢ semantycznie réwnowazne (dalsze wyktady)

moga by¢ réwnowazne w sensie dowodowym (blizsze wykfady)

formuta skfada sie nawiaséw, spéjnikéw logicznych i formut
atomowych (oznaczanych literami np. p, q, p1,q" itp.)

litery greckie oznaczajg formuty

np. (p A —g") A x podaje fragment rozbioru gramatycznego pewnej
formuty; nie jest ona jednak w petni znana
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Dedukcja naturalna

Dedukcja naturalna
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Dedukcja naturalna  Koniunkcja
Reguty dedukcji naturalnej
o wprowadzanie koniunkcji: ¢ (0

A
X (A7)
o ta reguta ma dwie przestanki (kolejnos¢ jest wazna)
o jest to juz (krétki dowdd) sekwentu ¢, 1 = @ A
o eliminacja koniunkgji:
pAY
———(Ne2
> (A e2)

o dwie reguty, kazda o jednej przestance

SDgw(/\ el)
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Dedukcja naturalna

Dedukcja naturalna

o dane s3 przesfanki,
.. .stosujemy reguty dowodzenia,
...1 dochodzimy do wnioskéw

o jesli pada i nie mam parasola, to zmokne, nie zmoktem, padato,
wniosek: miatem parasol

o aby dojs¢ do tego wniosku, trzeba zastosowac jakie$ reguty
o pA-g—r,—r,pkg
o sekwent: p1,92,...F
zbiér przestanek (kolejno$é nie gra roli, moze by¢ pusty) i jeden
wniosek
@ znaczy: ,istnieje dowdd wniosku na podstawie przestanek”

o wecale nie twierdzimy, ze przestanki zachodza
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Dedukcja naturalna  Koniunkcja

Drzewo dowodu

o drzewo dowodu ma wniosek jako korzen,
w kazdym wezle uzasadnienie formuty
o albo odwotanie sie do reguty ze wskazaniem przestanek
o albo stwierdzenie, ze formuta jest przestanka
o jeszcze inna mozliwos$¢ za chwile

o dowdd mozna zapisywac linearnie, od przestanek do wniosku, np.
udowodnimy ze p A g, r=q A r

formuta uzasadnienie c.d. uzasadnienia
1 pAg przestanka
2 r przestanka
3 ¢q (ne2) 1
4 gnhr  (ND) 3,2 (w tej kolejnosci)
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Dedukcja naturalna Koniunkcja

Drzewo i reprezentacja

o dane drzewo mozna na wiele sposobéw zapisa¢ w numerowanej
tabelce

o istnieje potencjalnie wiele drzew dowodéw o tych samych
przestankach i tym samym wniosku

o w reprezentacji nie musi to by¢ drzewo w sensie dostownym z dwéch
powoddéw

o niektére przestanki moga by¢ w ogdle nieuzyte
o a niektére moga by¢ uzyte wiecej niz jeden raz

@ np. udowodnimy ¢, = o A ¢

1 ¢ przestanka
%) %) (A ) 2 Y przestanka
e N 3 phe (A) 1,1
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Dedukcja naturalna Podwdjna negacja

Podwdéjna negacja i modus tollens

o podwdjna negacja: (~e) oraz ¥ (=i)
¥ e
@ modus tollens: @ — Y ) (MT)
{
P

o przyktady:
o p—qg—r,p,r Fg
o —Tp—4q—q Fp
° p——q,q E-p

Uwaga: logika intuicjonistyczna odrzuca regute ——e
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Dedukcja naturalna Reguta odrywania

Reguta odrywania (modus ponens)

o klasyczna reguta rozumowania rozpatrywana w starozytnosci

o jest to regufa eliminacji spéjnika —

o analogia z pojeciem funkgji i aplikacji funkcji do argumentu: , jesli
procedura zwraca liczbe catkowita majac na wejsciu napis i jesli na
wejsciu jest napis, to na wyjsciu bedzie liczba catkowita”

© mozna sformalizowa¢ logike uzywajac tylko tej reguty (i duzej liczby
aksjomatéw)

o dedukcja naturalna idzie w przeciwnym kierunku
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Dedukcja naturalna Podwdjna negacja

Wprowadzanie implikacji

¥

=Y

(—1)

o potrafimy przeprowadzi¢ dowdd formuty 1) przyjmujac zatozenie ¢
(i korzystajac z innych przestanek)

o co wyrazone jest formuta ¢ — ¥

o analogia do funkcji: jesli funkcja, majac na wejsciu napis, zwraca
liczbe catkowita, to znaczy, ze jest typu napis—integer
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Dedukcja naturalna Podwéjna negacja Dedukcja naturalna Podwéjna negacja

Wprowadzanie implikacji — przyktady W poszukiwaniu dowodu
o p—oqgk—-qg—p
o dowdd: o chcemy udowodni¢ pAq—rkp—q—r
1 p—q przestanka o jedynym sposobem wyprowadzenia implikacji jest reguta (— i)
2 -q zatozenie o a wiec dowdd musi konczy¢ sie zastosowaniem tej reguty
3 -p MT 1,2 o w tym celu trzeba z zatozenia p wywies¢ g — r
4 -q— —p —i2-3 o iznowu (— 1)
© ~q— pkEp—gq o jak otrzymac r z przestanki i hipotetycznych zatozen p i g7
o dowdd: o tu jest pole do popisu dla inwencji
1 —q — —p przestanka
5 b Jatozenie o idealnie, jesli system regut pozwala (niemal) jednoznacznie znalezé
i 5 sposéb wyprowadzenia
-/ —]
P o éwicz:p—qg—rkEpANg—r
4 e MT 1,3
5 q ——e 4
6 p—q —i 2-b
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Dedukcja naturalna  Podwdéjna negacja Dedukcja naturalna  Sprzeczno$¢ i negacja
Reguta kopiowania Sprzeczno$¢ i negacja
okFp—qg—p o ,nieprawda, ze ¢" — zatozenie ¢ prowadzi do sprzecznosci
o dowdd: o sprzeczno$¢ — kazda formuta postaci ¢ A =@ albo = A ¢
1 p zatozenie oznaczenie — nowa, specjalna formuta L
2 q zatozenie o eliminacja negacji poprzez wprowadzenie sprzecznosci
3 p vl
4 qg—p —i 2-3 z Ik - (—e)
5 p—q—p —il4
o dwa wystapienia p sa rézne, raz jako zatozenie, raz jako wniosek o wprowadzenie negacji jak w powyzszej definicji
z zatozen
reguta wprowadzania implikacji wymaga p na koncu pudetka, stad v
konieczno$¢ kopiowania J_
—()
P
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Dedukcja naturalna Sprzeczno$¢ i negacja

Eliminacja sprzecznosci

o implikacja ,formalna” — jesli zatozymy rzecz nieprawdziwg, to
mozemy ,,uzasadni¢” kazdy wniosek

4
T(J_ e)

o negacja moze by¢ uwazana za skrét notacyjny, mianowicie —p jest
gac) Y yjny wJ

Dedukcja naturalna Dyzjunkcja

Dyzjunkcja

o wprowadzanie © oraz Y
eV Y YV Y
o duch intuicjonizmu: trzeba podja¢ decyzje co dowodzimy

(v i1) (v i2)

o utrudni to automatyczne dowodzenie
o eliminacja — idea rozpatrywania przypadkéw: nie wiemy czy ¢ czy ¢
jest prawda, ale w kazdym przypadku dochodzimy do tej samej

skrétem od ¢ — L konkluzji
o reguty wprowadzania i eliminacji negacji sa szczegélnym przypadkiem © W

regut dla implikacji

2 oV qp X X (

(Ve)
1 0 o — L o analogia do konstrukcji programistycznej case: w kazdym przypadku
H ( . .
o> 1 (—1) 1 (—e) mamy dziatajacy program
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Dedukcja naturalna Dyzjunkcja

Dyzjunkcja — przyktad

opVgkqgVp

o dowdd:
1 pV g przestanka
2 p zatozenie
3 gVp Vi22
4 q zafozenie
5 gVvp Vila
6 gVp Vel 12345

o ¢wiczenie: przeprowadzi¢ wywod
o gq—orkEpvVg—pVr
o (pvq)VrEpV(gVr) uwaga, dtugi i zmudny dowdd
o pA(qVr)E(pAg)V(pAr)
o (pAgV(pAr)EpA(gVr)
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Dedukcja naturalna Dyzjunkcja

Negacja — przyktady

o udowodni¢, ze -pV gk p — g
o dla eliminacji dyzjunkgji, trzeba rozpatrzyé dwa przypadki
o @ kopiuje argument i nie korzysta z p
o —p prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem p, czyli dowodzi

czegokolwiek, np. g

o ¢éwicz.: wywédd p — —p F —p

°© p—q,p— gk p

o p—q— r,p,—rk g (bez uzycia reguty modus tollens)
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Dedukcja naturalna Reguty pochodne

Reguty pochodne

o niektoére reguty moga by¢ wyprowadzone za pomoca innych regut

o przyktad wyprowadzenia reguty modus tollens

1 @ — 1 przestanka
2 -1 przestanka
3 © zafozenie
4 Y —e 1,3

5 L —e 4,2

6 - -i 3-5

o ¢wicz.: reguta wprowadzania podwdjnej negacji

Twierdzenie
system dedukcji naturalnej moze obejs¢ sie bez regut pochodnych
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Dedukcja naturalna Reguty pochodne

Prawo wytaczonego Srodka

° tertium not datur
——(TND)
©V
o zasada uzywana niejawnie w konstrukcji programistycznej
if then else
o wyprowadzenie z uzyciem dowodu niewprost:

1 —(p V —p) zatozenie

2 ® zatozenie

3 pVop Vil 2

4 L —e 3,1

5 - -i 2-4

6 pV-p Vi2 5

7 1 —-e 6,1

8 PV e niewprost 1-7
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Dedukcja naturalna Reguty pochodne

Dowdéd niewprost

1 —@p — L przestanka
I 2 - zatozenie
3 1 —e 1,2
(niewprost) 4 — ~i 23
5 %) ——e 4

o jedli zaczniemy od zatfozenia niewprost —¢, to wprowadzenie negacji
da podwdjne zaprzeczenie ~—p

o zeby otrzymac teze ¢ trzeba skorzysta¢ z eliminacji podwdjnego
zaprzeczenia

o reguta pochodna, jesli przyjmujemy eliminacje podwdjnego
zaprzeczenia

o jest to kolejna reguta odrzucana przez logike intuicjonistyczna (jako
niekonstruktywna)
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Dedukcja naturalna Reguty pochodne
Przyktad uzycia prawa wytaczonego srodka (TND)
°op—qk-pVg
o dowdd: —p V p zachodzi na mocy TND
o kazdy z cztonéw implikuje —p V g (drugi posrednio)
o wiec eliminacja dyzjunkcji daje teze

@ nie jesteSmy jednak w stanie rozstrzygnaé, czy implikacja zachodzi
poniewaz prawdziwy jest nastepnik, czy fatszywy poprzednik

o reguta eleminacji podwdjnej negacji i reguty pochodne:
prawo wyfaczonego Srodka i reguta dowoddéw niewprost to reguty
nieobecne w logice intuicjonistycznej

o reguta modus tollens jest reguta pochodna zgodna z logika
intuicjonistyczna
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Regu

-
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Dedukcja naturalna

ty dedukcji naturalnej
wprowadzanie
e Y
S (AT)
%) . P
W(\/ i1) VY (Vi2)
%)
.Q; |
oo (= 1)
P
;L. |
“i;;;"(_”)
brak

reguta pochodna

Logika dla informatykéw

Reguty pochodne

eliminacja
%(/\ e1) %WA e2)

® P

pvy LX] LX

(Ve)

L
T(J- e)

ﬁﬁsa

(—-e)
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