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Wyktad 02

Przyktady jezykéw nieregularnych
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Andrzej M.

{wew | w € {a, b}*}

{wewR | w € {a, b}*}

{amb" | m < n}

(mozna napompowa¢ poczatek stowa i naruszy¢ warunek m < n)
{a™b" | m > n}

dw.: {a”b" | dowolne m,n} \ {a™b" | m > n} = {a™b" | m < n}
wynik réznicy nie jest regularny wiec i {a™b" | m > n} nie jest
{w]lwla=|wlp}

(mozna rozwazy¢ szczegdlne stowa, np. w = a"b" i zastosowad lemat
0 pompowaniu)

{aP | p jest liczba pierwsza }

dw.: pompowanie fragmentu stowa wyprodukuje cigg dtugosci

p + p|v|, nie jest to liczba pierwsza
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Wyktad 02

Lemat o pompowaniu

o jak pokaza¢, ze jezyk nie jest regularny?

Qo

Andrzej M.

lemat: niech L jest akceptowany przez automat A o n stanach, niech
z € L ma dtugos¢ wieksza od n. Wéwczas istnieje przedstawienie
z=uww, |uv| <n, |v|>1, t.z uvlw € L dla wszystkich £ € N
dw.: Sciezka z € L nim dojdzie do stanu akceptujacego musi
powtdrzyc¢ jaki$ stan

u jest stowem pierwszego dotarcia do tego stanu, v jest petla
wracajaca do tego stanu

z konstrukeji wynika zaréwno |uv| < n, |v| > 1, jak i mozliwo$¢
wielokrotnego przechodzenia petli

zastosowanie: {a"b" | n € N} nie jest jezykiem regularnym

dw.: wybieramy n tak duze, by pompowaniu podlegato podstowo
w a", wéwczas do jezyka nalezatyby réwniez stowa akb" dla k > n
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Wyktad 02

Operacja przeplotu

Qo

Qo

Qo

Andrzej M.

dane jezyki L1 C A] oraz Ly C A*, przeplotem jest jezyk
L1®L2:{u1v1...unv,,| Uy ...upn € Li,vi...v,y € Lo, u; EAI,V,' EA;}

L1 ® Ly C (AU A"
tw.: przeplot jezykéw regularnych jest regularny

dw.: niech A; oraz Ay s3 automatami akceptujacymi jezyki Ly i Lo,
budujemy produkt tych automatéw z relacja przejscia

((q1, @), @) = (a1, 92) jesli (g1, a) = gy w A1 i g5 = qo albo
(g2,3) —» gaw Arigy = aq

stanem poczatkowym jest para standéw poczatkowych, akceptuja pary
stanéw koncowych
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Wyktad 02

Wyrazenia regularne
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Wyktad 02

Tozsamosci dla wyrazen regularnych

piszemy r = s rozumiejac L(r) = L(s)
przemiennos¢ dodawania: r +s=s+r

ale nie dla mnozenia, na ogoét rs # sr

© 0 0 o o

pochtfanianie dodawania: r+r =r

©

ozero:r+0=r,r0=0r=10

o jedynka: re =er=r

o iteracje: r* = r™ + ¢, gdzie oznaczamy r* = rr* = r*r
=) = () = () = () =

o rotacje dla iteracji: r(sr)* = (rs)*r

o iteracja a suma:
(r+s)* = (rs*) = (s*r*)* = (e + rH)(sTrH)*(e + sT)
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taczno$¢ dodawania i mnozenia: (r+s)+t = r+(s+t), (rs)t = r(st)

rozdzielczo$¢ z kazdej strony: r(s+t) =rs+rti(s+t)r =sr+tr
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Wyktad 02

Wyrazenia regularne

Qo

Andrzej M.

stuza do definiowania jezykéw regularnych

dany alfabet A,

wyrazenia regularne to m.in. (), ¢, a, dla kazdego a € A

definiuja one jezyki 0, {¢}, {a}

jesli r i s s3 wyrazeniami regularnymi, to s3 nimi rébwniez r + s, rs, r*,
(r) (zamiast r 4 s pisze sie réwniez r|s)

definiuja one jezyki L(r) U L(s), L(r) - L(s), L(r)* oraz L(r)

np. (¢ + a)(ba)*(c + b)

definiuje jezyk, w ktérym a i b wystepuja na przemian, nie narzucamy
czy musi zaczynac¢ sie lub konczy¢ konkretna literg

stowo puste réwniez wchodzi do tego jezyka

nawiasy nie zmieniaja jezyka, stuza jedynie do budowy wyrazenia
regularnego

nie ma konstrukcji dla przekroju, réznicy czy dopetnienia
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Wyktad 02

Twierdzenie Kleene’'ego

Qo

Qo

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty

wyrazenia regularne s3 réwnowazne automatom skonczonym (tzn.
generuja te same jezyki)
dw. cz.1: dla wyrazenia budujemy automat (niedeterministyczny,
z cichymi przejéciami) generujacy ten sam jezyk
o dla () jedyny stan poczatkowy nie jest akceptujacy
o dla € jedyny stan poczatkowy jest akceptujacy
o dla a € A automat ma jedna strzatke etykietowang a ze stanu
poczatkowego do koncowego
o suma: ze stanu poczatkowego mamy dwa ciche przejscia do
stanéw poczatkowych obu automatéw, akceptuja oba automaty
o konkatenacja: dodajemy ciche przejscia ze stanéw akceptujacych
pierwszego automatu do poczatkowego drugiego
o gwiazdka Kleene'ego: ciche przejscia ze standéw akceptujacych
z powrotem do poczatkowego, ktéry tez staje sie akceptujacym
o nawiasy niczego nie zmieniaja
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Wyktad 02

Twierdzenie Kleene'ego, c.d.

o dw. cz.2: dla automatu deterministycznego budujemy wyrazenie
regularne,
niech @ = {qo,...,qn}
o niech r,-’fj zawiera stowa, ktére pozwalaja przejs¢ od g; do g;
poprzez stany posrednie qo, ..., gk_1
pokazemy, ze jezyki te s generowane przez wyrazenia regularne

0

fij = 25(61:'73):%'2
wytacznie bezposrednie przejscia z g; do g;
pusta suma daje 0, jedli i = j, to dodatkowo + ¢,

k41 _ k| ok [k \* K
=gt ()™ e

czyli uzycie qx oznacza przejscie z q; do gk, byé moze petlenie
sie w tym stanie, i przejscie do g;
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Wyktad 02

Podstawienie

dany alfabet A i jezyk L C A*

dany by¢ moze inny alfabet ¥ i dla kazdej litery a € A jezyk L, C X*
dla stowa u € A* definiujemy jezyk L, =L, -...- Ly,

dla catego jezyka L definiujemy subs(L) = U,c; Lu

© 0 0 o o

tw. jedli L i wszystkie jezyki L, sa regularne, to subs(L) jest jezykiem

regularnym nad ¥

o dw.: mozemy to wszystko opisa¢ podstawiajac wyrazenia regularne

o dla kazdej litery a € A dane jest wyrazenie regularne r, nad
alfabetem X, definiujace L,

o dane jest tez wyrazenie regularne r nad A definiujace L

o kazde wystapienie litery a w r zastepujemy wyrazeniem (r,) i ew.

usuwamy niepotrzebne nawiasy
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Wyktad 02

Twierdzenie Kleene'ego, c.d.

o ostateczne wyrazenie regularne jest suma r,-’fj
dla i = 0 (zaczynamy od stanu poczatkowego)
dla wszystkich j takich, ze q; € F (kohczymy w stanie akceptujacym)
dla k = n+ 1 (wszystkie stany wolno odwiedza¢)

o n+1
r=2XYger fy;

o przyktad: r = rg’o m
3,2 2 (2 \%,2

o= ro,o+ro,2(r2,2) .0 H c a
2 1 1 (1 \*,1

° r50="roo+ ro1(ri1) o d 3

= e+ m(cm)*c = (mc)*
o gy =0+ m(cm)*a= (mc)*ma @
o 13, =+ dm(cm)*a =&+ d(mc)*ma
o r3y=d+dm(cm)*c = d(mc)*

o r = (mc)* + (mc)*ma(d(mc)*ma)*d(mc)*
= (mc)* + ((mc)*mad)™ (mc)* = (mc + mad)*
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Wyktad 02

Podstawienie, przyktad

o niech A= {r,s,t}, rozwazamy wyrazenia regularne np. r(sr)* albo
(rs)*r albo (r + s)* albo (r*s*)* albo (¢ + rt)(strt)*(e + sT)

o dla alfabetu ¥ rozwazamy jezyki definiowane wyrazeniami R, Si T
nad X, definiujemy podstawienie h: A — P(X*) jako h(r) = L(R),
h(s) = L(S), h(t) = L(T)

o dla kazdego ze wspomnianych wyrazen nad trzema literami mamy
podstawienie, w ktérym wystepuja cate wyrazenia nad alfabetem X

o inny przyktad, liczby sa definiowane wyrazeniem
znak cyfra_nieQ (cyfra)*(g|. cyfra (cyfra)*) gdzie znak = e|+|—,
cyfra_nie0 = 1|2|3|4|5|6|7|8|9, cyfra = 0|1|2|3|4|5|6|7|8|9

o pierwsze wyrazenie jest nad alfabetem {znak, cyfra_nie0, cyfra, .},
kolejne réwnosci okreslaja homomorfizm z tego alfabetu do
P(({+,—,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9})*), po wykonaniu podstawienie
otrzymujemy wyrazenie regularne nad alfabetem
{+,—,.,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} definiujace zapis liczb dziesietnych
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Wyktad 02

Homomorfizm

o homomorfizm h: A — ¥* bedziemy automatycznie przedtuzac na
stowa, h: A* — X*, h(u) = h(u1) ... h(uy)
o tw.: obraz i przeciwobraz jezyka regularnego jest jezykiem regularnym
o dw.: obraz: homomorfizm to szczegdlne podstawienie
L, = {h(a)}, byto przed chwila
o przeciwobraz: niech A = (Q, X, 4, qo, F) bedzie automatem
definiujacym jezyk L C ¥*
definiujemy przejscia w @ etykietowane symbolami z A
nastepujaco 0'(q, a) = d(q, h(a))
akceptowane s3 stowa z A* prowadzace do standéw akceptujacych
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Wyktad 02

WHtasnosci homomorfizmow

@ niech h: A — ¥* bedzie homomorfizmem przedtuzonym do
h: A" — ¥* L1, Ly C A" dowolnymi jezykami, wéwczas

h(L*) = (h(L))"

h(Ll U L2) = h(Ll) U h(Lz)

h(Ly - Lp) = h(Ly) - h(Lp)

h_l(Ll) . h_l(Lz) - h_l(Ll . L2)

o ale nie ma zawierania h™1(L; - Ly) € h™1(Ly) - h=1(Lp)
Y = {0}, L1 = L2 = {0}, L1 . L2 = {00}, A= {a}, h(a) = 0,
h(w) = 00 ma jedno rozwigzanie w = a, h™1(Ly - L) = {a}
hfl(Ll) = @, czyIi hfl(Ll) . hfl(Lg) =0

o podobnie h™1(L}) = a* ale (h~1(L1))* =0
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Wyktad 02

Homomorfizm, przyktad
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niech h: {a, b} — {0,1}* bedzie zdefiniowany jako h(a) = 01
i h(b) = 10, niech r = (00 + 1)*, L = L(r)

wéwczas h™1(L) = L((ba)*)

zawieranie D: niech w € L((ba)*) czyli w = (ba)", wdwczas
h(w) = (1001)" € L

zawieranie C: niech w € {a, b}*, h(w) € L, czy jest mozliwe, Ze
w ¢ L((ba)*)? kilka przypadkéw
ow=a..., wbéwczas h(w) =01... ¢ L
o w=...b, wéwczas h(w) =...10 ¢ L
ow=...aa..., wowczas h(w) =...0101... ¢ L
ow=...bb..., woéwczas h(w) =...1010... ¢ L

niemozliwe, czyli h(w) € L < w € L((ba)*)

jesli s = (00 4 11)* to przeciwobraz jest réwny {c}
jesli s = (00 + 11)™ to przeciwobraz jest réwny ()
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