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Wyktad 06  Podstawienia i homomorfizmy

Podstawienie

o dany alfabet A i jezyk L C A*
o dany by¢ moze inny alfabet ¥ i dla kazdej litery a € A jezyk L, C ¥*
o dla stowa u € A* definiujemy jezyk L, = Ly, - ... Ly,
o dla catego jezyka L definiujemy subs(L) = U,c; Lu
o tw. jedli L i wszystkie jezyki L, s bezkontekstowe, to subs(L) jest
jezykiem bezkontekstowym nad %
o dw.: mozemy zatozyé, ze zmienne gramatyk dla L i L, sg roztaczne
o symbolem poczatkowym bedzie symbol poczatkowy dla L
o jesdli w produkcji gramatyki dla L wystepuje symbol terminalny
a € A, zastepujemy do symbolem poczatkowym S, jezyka L,
o symbolami koncowymi bedzie zbiér
o konstrukcja analogiczna do jezykéw regularnych — wystapienie a
w sfowie nie konczy produkgcji, jest kontynuowane w kolejnym
jezyku
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Wyktad 06

Dalsze operacje na jezykach
bezkontekstowych

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 2/13

Wyktad 06  Podstawienia i homomorfizmy

Podstawienie, przyktad

o dane jezyki bezkontekstowe L, i Lp
rozwazmy jezyki nad {a, b}: Leym = {a, b}, Lronk = {ab},
Liter = {a" | n € N}

o podstawienie a — L,, b — L}, zastosowane do powyzszych jezykéw
prowadzi do L, U Ly, LyLp, L}

o czyli dowdd, ze klasa jezykéw bezkontekstowych jest zamknieta na
sume, konkatenacje i iteracje jest wnioskiem z twierdzenia
o podstawieniu
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Homomorfizm

o homomorfizm h: A — ¥* to szczegdlne podstawienie L, = {h(a)}
bedziemy automatycznie przedtuzaé na stowa, h: A* — ¥ %,
h(u) = h(uy) ... h(up)
o tw.: obraz i przeciwobraz jezyka bezkontekstowego jest jezykiem
bezkontekstowym
o dw.: obraz: byto przed chwilg
o przeciwobraz: dowdd jest znacznie bardziej ztozony niz dla
jezykoéw regularnych, idea jest podobna
w automacie ze stosem rozpoznajacym jezyk nad ¥ definiujemy
przejscia etykietowane symbolami z A analizujac ruchy automatu
przy wejsciu h(a)
konieczne jest zadbanie o prawidtowa obstuge stosu, co jest
mozliwe, szczegbty pomijamy
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Podstawienia i homomorfizmy dla jezykéw klasy DPDA

o tw.: przeciwobraz jezyka rozpoznawanego przez DPDA nalezy do tej
samej klasy
o dw.: w dowodzie budowany jest nowy automat, jesli oryginalny
byt deterministyczny, to nowy tez bedzie
o tw.: obraz przy homomorfizmie jezyka rozpoznawanego przez DPDA
nie nalezy do tej klasy, podstawienie réwniez
o dw.: zatézmy, ze dane s3 dwa jezyki L; nad alfabetem {a, b},
suma 1L U 2L, jest jezykiem nad {1,2, a, b} rozpoznawanym
przez DPDA; homomorfizm 1 — 2 skleja pierwsze litery i obraz
2L1 U 2Ly nie musi by¢ rozpoznawany

o ten sam pomyst L; i L2 pokazuje, ze konkatenacja z 1* nie jest
klasy DPDA
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Wyktad 06  Algorytmy decyzyjne

Problemy dotyczace jezykéw

o dane jezyki L, L1, Ly C A*, stowo w € A*, mozemy postawié pytania
o czy jezyk L # (), jest niepusty?
o czy jezyk |L| < oo, jest skonczony?
o czy L1 = Ly, jezyki sg réwne?
o ogolniej, czy L1 C Ly?
o czy w € L, stowo nalezy do jezyka?
o oprocz samej odpowiedzi interesuje nas tez algorytm o jak
najmniejszej ztozonosci
o odpowiedzi zaleza od
o klasy jezykéw: regularne, bezkontekstowe, inne klasy
o sposobu zdefiniowania jezyka: automat deterministyczny,
niedeterministyczny, gramatyka, w jednej z postaci normalnych
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Problem pustosci jezyka L = (?

o jezyk regularny dany jest automatem deterministycznym lub nie,
zaakceptowane stowo wyznacza Sciezke od stanu poczatkowego do
akceptujacego

o czyli wystarczy wykona¢ algorytm szukania $ciezki w grafie, np.
wgtab, i sprawdzi¢, czy znajdziemy stan akceptujacy na koncu
Sciezki, niedeterminizm automatu w niczym nie przeszkadza

o dla wyrazenia regularnego mozna fatwo zbudowaé automat

o alternatywnie gwarancje niepustosci daje € lub dowolna litera
alfabetu w wyrazeniu i mozna przeanalizowaé catos¢

o jezyk bezkontekstowy dany jest gramatyka

o algorytm usuwania zbednych symboli nieterminalnych albo
pokaze, ze nie ma zadnych produkcji albo udowodni, ze jezyk
jest niepusty

o jezyk zdefiniowany automatem ze stosem wymaga zbudowania
gramatyki, koszt moze by¢ nietrywialny ale jest wielomianowy
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Problem przynaleznosci stowa w € L?

o jesli jezyk regularny dany jest automatem deterministycznym,
wystarczy wykonaé automat na stowie w
o jesli automat definiujacy jest niedeterministyczny, po odczytaniu
kazdej litery stowa trzeba rozpatrywa¢ mozliwe stany automatu,
ztozono$¢ mniejsza niz determinizacja catosci
o jesli jezyk definiowany jest wyrazeniem regularnym, to daje ono
automat niedeterministyczny i dalej j.w.

o dla jezyka definiowanego gramatyky bezkontekstowg mozna stosowac
naiwny algorytm, w ktérym wykonujemy obliczenia automatu ze
stosem testujac wszystkie mozliwe produkcje przy odczycie kazdej
litery

o zdecydowanie lepsza ztozono$¢ O(n3) ma algorytm CYK
(Cock-Younger-Kasami)

o niektére gramatyki gwarantuja mniejszg ztozono$¢ tego
algorytmu
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Problem skonczonosci jezyka |L| < co?

o jezyk regularny dany jest automatem, zaakceptowane stowo wyznacza
Sciezke od stanu poczatkowego do akceptujacego
o jezyk ma nieskonczenie wiele stéw w.t.w. na jakiej$ Sciezce
istnieje cykl (lemat o pompowaniu)
o wyrazenie regularne mozna przeksztafci¢ w automat
o mozna tez analizowaé wyrazenie, zrédtem nieskonczonosci jest
operator Kleene'go ale stosowany do podwyrazenia niepustego
o jezyk bezkontekstowy zdefiniowany gramatyka Chomsky'ego
o produkcja A — BC buduje krawedzie A — B, A — C w grafie
symboli nieterminalnych
o tw: jezyk jest nieskonczony w.t.w. istnieje cykl osiagalny
z symbolu poczatkowego
o dw.: do$¢ oczywisty
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Algorytm CYK

o problem: dana gramatyka bezkontekstowa w postaci Chomsky'ego
(tzn. produkcje s3 postaci A — BC lub A — a), sprawdzi¢ czy stowo
W = wj ...w, jest generowane przez te gramatyke

o budujemy dwuwymiarowg macierz CYK

o w komoérce CYK]i, ] sa zmienne gramatyki generujace podstowo
dtugosci i zaczynajace sig¢ w miejscu j, wj... wjyi_1

o dla i =1 moga by¢ uzyte jedynie produkcje A — a

o gdy stowa dtugoéci < m zostaty rozpatrzone, sprawdzamy, czy
B € CYK]k,j], C € CYK[m—k, j+k] oraz A — BC
jedli tak, to A € CYK[m,j] — generuje stowo dtugosci m
W miejscu j

owéeLwtw. Se CYK[n,1]

o jest O(n?) komérek w macierzy, kazda wypetniamy kosztem O(n)

o ztozonoé¢ O(n3)
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Algorytmy decyzyjne

Algorytm CYK, przykfad (2 + 3) %5

o gramatyka wyrazen arytmetycznych w postaci Chomsky'ego

W—=0|...|9|(P|SR|WT wyrazenie
P — W) reszta nawiasu
R — xC reszta mnozenia
T—+S reszta dodawania
S—=0|...19|(P|SR sktadnik
C—0|...]19]|(P czynnik
o macierz CYK
1 2 3 4 56 7
1 ( WsC + WSC ) x WSC
2 T P R
3 w
4 P
5| WSC
6
7] WS
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