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Wyktad 04

Gramatyki, uzasadnienie

Qo

Andrzej M.

liczby definiowaliSmy wyrazeniem (niedoktadnie, nie ma samego zera)
znak cyfra_nie0 cyfra*(e | . cyfra cyfra*) gdzie znak =¢ | + | —,
cyfra_nie0=1|213|4]5|6|7]8]9,
cyfra=0]1|2]3|4]5|6|7|8]9

uzywajac krétszych oznaczen

ZCC*(e| .CC*) gdzie Z=¢ |+ | —,
CGo=1|2|3|4|5|6|7|8]9,C=0|1|2|3|4|5|6]|7|8]9
rownosci definiowaty podstawienie, ktére dato wyrazenie dla liczb
mozna pisac réwniez C =0 | Cy i wykonaé dwa podstawienia

mozna tez zrezygnowac z definiowania liczby podstawien, zostawié
tyle ile potrzeba dla danego stowa, pozwala to zrezygnowac z operacji
gwiazdki

sfowa pasujace do wzorca C* pasujgdo S=¢| CS
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Wyktad 04

Gramatyki. Jezyki bezkontekstowe.

Andrzej M.

Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 2/27

Wyktad 04

Gramatyki, uzasadnienie c.d.

Qo

Andrzej M.

definiujemy liczby nastepujaco

L —IF cze$¢ catkowita i utamkowa

I —ZCS znak, cyfra niezerowa, ciag cyfr dowolny
Z —e|+| -

Co—11]2|3|4]5|6]|7]8]|9

S —»e|CS zastepuje operator Kleene'ego

C -0 | Co

F —¢]|.CS kropka, cyfra, ciag cyfr

ostateczne stowo ma pasowac do L i by¢ stowem nad alfabetem
T={+,-,.,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

symbole V ={L,I,F,Z, Cy,S, C} sa jedynie pomocnicze, L jest
symbolem poczatkowym, od ktérego rozpoczynamy prébe
dopasowania stowa

kazdy z powyzszych wierszy definiuje podstawienie V — P((V U T)*)
a doktadniej, podzbiory beda skonczone i podane enumeratywnie
Borzyszkowski (Instytut Informaty sem. letni 2025/26
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Wyktad 04

Gramatyki

o Wyrazenie — Liczba | Wyrazenie Operator Wyrazenie
Operator — + | — | % | =
Liczba (wiadomo jakie s3)
0 24 3 %5 jest wyrazeniem arytmetycznym
@ mozna to udowodni¢ na dwa sposoby
o albo pierwszym wyrazeniem jest liczba 2 a drugim iloczyn, czyli
jakby 24 (3 % 5)
o albo pierwszym wyrazeniem jest suma a drugim liczba, czyli

(2+3) x5
Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 5/27

Wyktad 04  Gramatyka, definicja

Gramatyka, definicja

o Gramatyka (bezkontekstowa): (V, T, P, S), gdzie
o S €V jest wyréznionym symbolem poczatkowym
o V jest zbiorem (skonczonym) symboli nieterminalnych
(pomocnicze, zmienne, kategorie syntaktyczne)
o T jest alfabetem, t.j. skonczonym zbiorem symboli terminalnych
(koAcowe, state), VN T =)
o PCV x(VUT)* jest skonczonym zbiorem produkcji
zapisywanych jako v — w gdy (v,w) € P
gdy (v,wi) € P,...(v,w,) € P piszemy v — wi | ... | w,
onp. V={W,0,L},S=W,T ={+,—,%,+,2,3,5} i produkcje
W—L|WOW,L—-0|1|2|3|4|5]|6|7|8]9,
O—+|—|x*x|=+
o elementéw (V, T, S) mozna nie wypisywaé, wiadomo, ze symbole
nieterminalne s3 po lewej stronie produkcji, pozostate sg terminalne,
pierwszy nieterminalny jest poczatkowy.
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Wyktad 04

Gramatyka, przyktad, c.d.

o Wyrazenie — Liczba | Wyrazenie Operator Wyrazenie
Operator — + | — | * | =
Liczba — 2 | 3 | 5 (to tylko przyktady liczb)

@ mozemy wyprowadzié¢ przyktadowe wyrazenie
Wyrazenie — Wyrazenie Operator Wyrazenie =
Liczba Operator Wyrazenie =
2 Operator Wyrazenie =
2 4+ Wyrazenie =
2 + Woyrazenie Operator Wyrazenie =
2 + Liczba Operator Wyrazenie =
2 + 3 Operator Wyrazenie =
2+ 3% Wyrazenie =
24+ 3% Liczba =
2+ 3% 5

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 6/27

Wyktad 04  Gramatyka, definicja

Gramatyka, wywdéd stowa

(%]

jesli A — v jest produkcja w gramatyce, to uAw = uvw jest krokiem
w wywodzie stfowa uvw ze stowa uAw

o wywody zaczynaja sie od symbolu poczatkowego, S = w,
we (VUT)" oznacza,ze S —»wy = ... = wp, =w
P .. *
o uwaga: zero krokéw tez jest dopuszczalne S = S
o docelowo chcemy wywie$¢ stowa ztozone z symboli terminalnych

o def.: jezyk definiowany przez gramatyke L(G) = {w € T*| S = w}

©

def.: jezyk bezkontekstowy to jezyk generowany przez jakas gramatyke
w powyzszym przyktadzie Wyrazenie = 2+ 35

©

inny przyktad S — ab | aSb
jezyk generowany {a"b" | n > 0}, nie jest regularny
gramatyka S — aS | aB, B— b | bB

°
Q
o
o generuje jezyk regularny {akb’ | k, £ > 0}

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 8/27



Wyktad 04  Gramatyka, definicja Wyktad 04  Gramatyka, definicja

Gramatyka, wywoéd stowa, bardziej ztozony przyktad Gramatyka, wyrazenie regularne
o gramatyka: S — ¢ | aB | bA, A— aS | bAA, B — bS | aBB o wyrazenie regularne (nad A) definiowane s3 gramatyka
o tw.: jezyk generowany to {w € {a, b}* | |w|, = |w|p} — tyle samo a W—=0lell|WV|W+W|W|(W)
co b w kazdym stowie I — a, dla kazdej litery a € A
o dowdd przez indukcje wzgledem dfugosci stowa ale dla trzech o to nie jest dobra gramatyka, wyrazenia w rodzaju a + bc* maja wiele
stwierdzen jednocze$nie wywoddéw
o S= ww.t.w. lwla = |wlp gwiazdka moze by¢ zastosowana tylko do ¢, do konkatenacji bc albo

do catego poprzedzajacego wyrazenia

° A= wwtw. |wls =[wl, +1 poprzedzajace wyrazenie moze by¢ suma a i bc albo konkatenacja

o B wwtw. |wl,+1=w|p a+bic
analizujac kazda z produkcji gramatyki widzimy, ze dowdd indukcyjny o potrzebna bedzie lepsza gramatyka
dziata

o pamietamy, ze jest to kolejny przyktad jezyka nieregularnego
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Wyktad 04  Gramatyka, definicja Wyktad 04  Gramatyka, drzewo wywodu
Operacje na jezykach bezkontekstowych 1 Drzewo wywodu

o tw.: klasa jezykéw bezkontekstowych jest zamknigta na sume, © 5—ab|ash S

konkatenacje i iteracje drzewo wywodu stowa aaabbb / ‘ \
Al ) ) _ i S — aSb = aaSbb = aaabbb

o konkatenacja i suma: zaktadamy, ze symbole pomocnicze jezykéw L ) o L a S b
i Ly sa rozne (np. dodajac indeks), dodajemy nowy symbol @ na ogoJf,r.namy mozhw_osc rozwijania w danym / | \
poczatkowy S’ i nowe produkcje S — S; | Sy dla sumy lub S — 515, kroku réznych symboli terminalnych a S b
dla konkatenagji o zawsze mozna stosowa¢ wywdd do symbolu / \
woéwczas S’ generuje sume, odpowiednio konkatenacje, jezykéw Ly i L» nieterminalnego najbardziej z lewej, albo 3 b

o iteracja: symbol S generuje jezyk L, dodajemy nowy symbol najbardziej z prawe
poczatkowy S’ i nowa produkcje S' — ¢ | SS’, S’ generuje jezyk L* o gramatyka W — L | WOW, L —0|1|2|3|4|5|6|7]|8]9,

o wniosek: kazdy jezyk regularny jest bezkontekstowy O—=+|—|x|+

o dw.: jezyk regularny definiowany jest wyrazeniem regularnym, © mamy dwa wywody Iewgstronne sfowa 2 + 3 x5, byto juz
zbudowane jest ono uzywajac operacji sumy, konkatenacji i iteracji W — WOW = LOW =24+ W = 2+ WOW = 2+ LOW =
zaczynajac od ¢, pojedynczych liter lub () 243xL=243%5
wszystkie te konstrukcje sa dostepne dla gramatyk, pusty jezyk moze o oraz W — WOW = WOWOW = LOWOW =2+ LOW =
by¢ zdefiniowany gramatyka S — S 243xW =2+3%xL=2+3%5
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Wyktad 04  Gramatyka, drzewo wywodu

Drzewo wywodu, przyktfad

w w
A RN VAN
W 0O w w 0] W
I NN 2
L + w 0 W W O w * L
| . o |
2 L * L L + L 5
| | | |
3 5 2 3

ooy @/@@@
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Wyktad 04  Gramatyki jednoznaczne

Gramatyki jednoznaczne

o def. gramatyka jest jednoznaczna, jesli kazde stowo generowane przez
te gramatyke ma tylko jeden wywdd lewostronny

o réwnowaznie: kazde sfowo ma jednoznaczne drzewo wywodu
o gramatyka poprzednia nie jest jednoznaczna
@ mozna jednak podaé réwnowazng gramatyke jednoznaczna
o np. wymusi¢ by dziatania byty wykonywane od razu od lewej (tak jak
na prostym kalkulatorze)
o albo by mnozenie miato wyzsza site wigzania (tak jak na ogdt
przyjmujemy dla wyrazen arytmetycznych i podobnych)
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Wyktad 04  Gramatyka, drzewo wywodu

Drzewa wywodu a wywody

otw.:S=w, we T wtedy i tylko wtedy gdy istnieje drzewo
wywodu z korzeniem S i lisémi tworzacymi stowo w

o dw = jedli caty wywdd konczy sie jednym krokiem S — w, to okresla
on drzewo wysokosci 1.
Jesli krokéw jest wiecej, to zaczyna sie on S — Xj ... X, i dalej kazde
z X; albo jest litera w w albo daje wywéd X; = w; do fragmentu
stowa w. Kazdy z tych wywoddéw daje sie opisa¢ drzewem z korzeniem
X; i lis¢mi w;, wszystkie te drzewa sktadajg na szukane drzewo.

o dw <«: Jesli drzewo ma wysokos¢ 1, to znaczy, ze wszystkie litery w w
s3 wyprowadzane w jednej produkcji S — w.
Jesli drzewo jest wyzsze, to korzen okresla wywéd S — Xi ... Xy, dla
lisci z poddrzewa stosujemy zatozenie indukcyjne i znajdujemy
wywody X; = w;. Stosujac je po kolei od lewego, albo i w dowolnej

kolejnosci, otrzymujemy wywéd S = w.
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Wyktad 04  Gramatyki jednoznaczne
Gramatyki jednoznaczne, przykfad (2 4+ 3) % 5
o gramatyka jednoznaczna dla prostych wyrazen w
arytmetycznych (tylko dodawanie i mnozenie, ‘
mnozenie ma wiekszg site wigzania, wigzanie S
jest do lewej): / ‘ \
W—-S|W+S wyrazenie s i ¢
S—>C|S«xC skfadnik
C—L| (W) czynnik ¢ L
L—0]...]9 liczba /‘\ |
o napis 2+ 3 %5 ma jednoznaczne drzewo ( w ) >
wywodu zaczynajace sie od W — W + S, /1N
mnozenie 3 x 5 nie musi by¢ brane w nawias wo + S
o druga interpretacja wymaga nawiaséw, wywod sl cl
(2+3) «5 zaczynasicod W — S — S+ C | |
o ta gramatyka dopuszcza niepotrzebne nawiasy 5 3
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Wyktad 04  Gramatyki jednoznaczne

Gramatyki jednoznaczne, wyrazenia regularne

o gramatyka jednoznaczna dla wyrazen regularnych: sita wigzania
nawiasy > iteracja > konkatenacja > suma

wigzanie jest do lewej, np. abc oznacza de facto (ab)c, co
semantycznie nie ma znaczenia, bo konkatenacja jest taczna

W—S|W+S wyrazenie

S—C|SC sktadnik
C—1|rIr czynnik
I — L| (W) iteracja
L—a kazda litera a € A

o wyrazenie a + bc* ma wywdd ktérego fragmenty to | — L — c,
C= c*, S = bc* inakohcu W = a+ bc*

@ inne, wspomniane przedtem, proby wywodu tego wyrazenia w tej
gramatyce sg niemozliwe
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Wyktad 04  Postaé normalna gramatyki

Upraszczanie gramatyk

nie chcemy w gramatyce zmiennych, ktére nie pojawia sie nigdy

w wywodach stéw generowanego jezyka (o ile jest on niepusty)

tw.: dla kazdej gramatyki G istnieje G” taka, ze L(G) = L(G") i dla
kazdego A€ V", A= w dla pewnego w € T* oraz S = uAv dla
pewnych u,v € (T U V")*

dw.: budujemy V' iteracyjnie dodajac te symbole A, dla ktérych

A — X1...X; i wszystkie X; s3 albo terminalne albo juz w V'

w kolejnym kroku kroku budujemy V" zaczynajac od S i umieszczajac
tam wytacznie zmienne wystepujace w produkcjach angazujacych
zmienne z V/

przyktad: S — AB | c, A— a

V' ={S, A}, pozostaje S — ¢c,A — a

V" = {S}, pozostaje S — ¢, T" = {c}, L ={c}

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 19/27

Wyktad 04  Gramatyki jednoznaczne

Gramatyki jednoznaczne, c.d.

o istnieja jezyki bezkontekstowe nie posiadajace jednoznacznej

gramatyki, jezykiem takim jest
{a"b"c’ | n, 0 > 1}y U {a"b’c | n, 0 > 1}

dowdd jest poza zasiegiem tego wyktadu

stowo a"b"c" pasuje do obu wzorcéw i ma niejednoznaczny wywédd
w oczywistej gramatyce

wszystkie znane przyktady wymagaja by w powyzszym przyktadzie
przekréj wystepujacych jezykdédw nie byt bezkontekstowy

{a"b"c’ | n, 0 > 1}y N{a"b’c" | n,¢ > 1} = {a"b"c" | n> 1}
zobaczymy, ze ten przekrdj nie jest jezykiem bezkontekstowym

Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 18 /27

Wyktad 04  Postaé normalna gramatyki

Upraszczanie gramatyk, c.d.

tw.: L\ {€} jest generowany przez gramatyke, w ktdrej nie wystepuje €
dw.: A € V jest zerowalny, jedli A = ¢

o dla kazdej produkcji A — Xi ... Xy, jesli jaki§ symbol X; jest
zerowalny, dotaczamy produkcje te sama ale z X; usunietym
(czyli zastgpionym przez ), rozpatrujemy wszystkie podzbiory
zerowalnych zmiennych z wyjatkiem wszystkich naraz

o usuwamy produkcje A — ¢

s A ww nowej gramatyce w.t.w. A S ww starej i w # ¢

czyli jesli € € L, to wystarczy by w gramatyce byta produkcja S — ¢,
pozostate produkcje nie musza wspominac o €

catkowity brak produkcji A — € oznacza, ze w kazdym wywodzie
stowa maja dtugosci niemalejace, jednak S — ¢ oraz wystapienie S
w dalszych produkcjach sprawi jeszcze problem

Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 20/27



Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki

Wyktad 04  Posta¢ normalna gramatyki

Upraszczanie gramatyk, 11l

o niczego nie produkuja produkcje A — B (jednostkowe), B € V/, nie
dotyczy to mozliwych produkcji A — a, a€ T

o tw.: kazdy L\ {e} jest definiowany przez gramatyke bez symboli
bezuzytecznych, bez produkcji — ¢ oraz bez produkcji jednostkowych

o dw.: zaktadamy najpierw, ze ¢ ¢ L, na poczatku zostawiamy
wszystkie produkcje niejednostkowe
jedli A= B — «, to dotaczamy produkcje A — « (wszystkie kroki

w wywodzie A = B s3 jednostkowe)
nastepnie stosujemy wczesniejsze algorytmy do oczyszczenia
gramatyki, by¢ moze dodajac S — ¢

gramatyka po “uproszczeniu” da prostsze drzewa wywodu, ale
niekoniecznie jest bardziej czytelna

W—=0]...19|(W)|S*xC|W+S wyrazenie
S—=0|...]9|(W)|SxC sktadnik
C—0]...19[(W) czynnik
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Wyktad 04  Postaé normalna gramatyki

Posta¢ normalna Chomsky’ego, dowéd

o mozemy zatozy¢ € ¢ L, na konhcu bedzie czas doda¢ S — ¢
mozemy zatozy¢, ze gramatyka nie zawiera produkcji jednostkowych
ani produkcji €
kazda produkcja A — a jest juz we wtasciwym formacie

o dla kazdej litery a € T definiujemy nowy symbol pomocniczy C, € V’
i produkcje C, — a
rozpatrzmy produkcje A — Xj ... Xy, byé moze niektére X; € T,
zastepujemy je ich odpowiednikami w V’, kazdy wywéd A — w
w starej gramatyce mozna zastapi¢ wywodem w nowej i vice versa

o zamiast produkcji A — X1... X, Xi € V/, £ > 2, wprowadzamy nowe
zmienne By, ..., By_1 i nowe produkcje
A— XlBQ, 82 — XQB37 e Bg,1 — Xg,1Xg

o jesli symbol poczatkowy wystepuje w ktérejkolwiek produkgji, to
wprowadzamy nowy symbol, produkcje S — S i wykonujemy
algorytm eliminacji produkcji jednostkowych

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki
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Wyktad 04  Posta¢ normalna gramatyki

Posta¢ normalna Chomsky’ego

o gramatyka (V, T, P,S) jest w postaci normalnej Chomksy'ego jesli
wszystkie produkcje s3 jednej z postaci
o A—a,gdzieAecV,aeT
o A— BC, gdzie B,Ce V\S
o S—e¢
w szczegolnosci nie ma produkcji jednostkowych, nie ma e produkcji
poza by¢ moze poczatkows, symbol koncowy nie wystepuje po prawej
stronie
o tw.: dla kazdej gramatyki bezkontekstowej istnieje rownowazna
w postaci normalnej Chomsky'ego
zawsze mozna tez zazadad, by nie byto symboli bezuzytecznych

Wyktad 04  Postaé normalna gramatyki

Posta¢ normalna Greibach

o gramatyka (V, T, P,S) jest w postaci normalnej Greibach jesli
wszystkie produkcje s3 jednej z postaci
o A= aA;... Ay gdzieae T, A,..., A, € V\S5, n>0
oS —e¢
w szczegdblnosci symbol koncowy nie wystepuje po prawej stronie
o tw.: dla kazdej gramatyki bezkontekstowej istnieje rownowazna
w postaci normalnej Greibach

sem. letni 2025/26 22 /27
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Wyktad 04 Lemat o pompowaniu

Lemat o pompowaniu

o Tw.: jesli L jest jezykiem bezkontekstowym, to istnieje stata n taka,
ze dla kazde stowo z € L dtuzsze niz n posiada rozktad z = uvwxy
taki, ze

o |vwx| <n
o v+ x| >1
o uvlwxly € L dla wszystkich £ € N

o przyktad zastosowania: jezyk {a"b"c" | n € N} nie jest jezykiem
bezkontekstowym
albo fragment pompowany jest na granicy liter i po napompowaniu
bedzie zaburzona kolejnos¢,
albo pompowane beda jednorodne fragmenty, ale najwyzej dwa,

a w sfowach s3 trzy

Teoretyczne podstawy informatyki

Wyktad 04 Lemat o pompowaniu

Lemat o pompowaniu, przyktfad

o wyrazenie (2 + 3) * 5 ma wywdd
W= S%5= (W)*5= (2+S)*5= (2+3)*5
ostatnie wystapienie S rozwija sie do liczby 3, przedostatnie rozwija
sie do (2 + 3)
po zastapieniu ostatniego wystapienie przedostatnim otrzymujemy
(2+(2+3)) 5

ocyiu=e,v=02+,w=3,x=),y= *b

Teoretyczne podstawy informatyki
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Wyktad 04 Lemat o pompowaniu

Lemat o pompowaniu, dowod

(*]

Andrzej M.

gramatyka posiada skonczong liczbe symboli nieterminalnych k, znany
jest stopien rozgatezienia drzew wywodu (np. mozna przyjaé postaé
normalng Chomsky'ego) czyli wywéd stowa z dtugosci > 2% wymaga
powtdrzenia sie jakiego$ symbolu na jednej ze Sciezek

rozwazmy ostatnie i przedostatnie wystapienie symbolu X, w ostatnim
wystapieniu X = w, w przedostatnim wystapieniu X = vwx

na pewno |v| + |x| > 1, jesli n jest wybrane jako minimalna liczba
gwarantujgca powtdrzenie, to |vwx] <n

stowo wyprowadzone w ostatnim wystapieniu mozna podstawic

w przedostatnie, czyli uwy € L, i na odwrét, przedostatnie wystapienie
mozna wklei¢ w miejsce ostatniego wystapienia otrzymujac

uv?wx?y € L, to podstawienie mozna iterowa¢ dowolng liczbe razy
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