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Wyktad 10

Automaty i jezyki regularne

o alfabety, stowa i jezyki, operacje na stowach i na jezykach
o konkatenacja stéw/ jezykéw, nieskonczona iteracja (gwiazdka

Kleene'ego)
o automat, pojecie akceptowania (rozpoznawania) stowa przez automat
o automaty deterministyczne, niedeterministyczne i niedeterministyczne
z e-przejsciami

o wszystkie definiuja te sama klase jezykéw
o réwniez wyrazenia regularne
o przyktady jezykéw regularnych

o {e}, zbidr skonczony, {w € {0,1}* | |w|o, |w|1 sa parzyste}

o {w € {0,1}* | ostatnie 100 cyfr pasuje do podanego wzorca}
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Wyktad 10

Podsumowanie tematyki
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Wyktad 10

Operacje na jezykach regularnych

@ suma, konkatenacja, iteracja

o dopetnienie, przekréj, réznica, przeplot

o operacja podstawienia (jezyka za litere) i homomorfizmu (stowo za
litere)

o klasa jezykéw regularnych jest zamknieta na powyzsze operacje,
rowniez przeciwobraz przy homomorfizmie

o wyrazenia regularne s3 definiowane przez sume, konkatenacje i iteracje
(oraz podanie skonczonego zbioru), i definiuja te sama klase jezykéw
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Wyktad 10

Jezyki regularne i nieregularne

o lemat o pompowaniu: jesli stowo jest dostatecznie dtugie, to mozna
dowolnie pompowac pewien jego fragment

o wniosek: pewne jezyki nie sg regularne

o przyktady

{wew | w € {a, b}*}

{wewR | w € {a, b}*}

{a™b" | m < n}

{a™b" | m > n}

{a"b" | n > 0}

{w]|wla=|wlp}

{aP | p jest liczba pierwsza }

©

©

©
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©
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o wyrazenia regularne w jezykach programowania
czasami dodatkowe mozliwosci definicyjne
rowniez mozliwo$¢ rozpoznania i zamiany wzorca
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Wyktad 10

Gramatyki bezkontekstowe

o gramatyka bezkontekstowa
o V: zbiér symboli nieterminalnych (kategorie syntaktyczne)
o S € V: symbol poczatkowy
o T: alfabet (symbole terminalne, koricowe)

o produkcje, zapisywane jako v — wy | ... | wp, w; € (VU T)*
o przyktady gramatyk

oW —=L|IWOW,O0—=+|—|*|+ L—=0]...]9

o S—ab|aSb

©

S—c|aB|bA A— aS| bAA, B — bS | aBB
Wo0le|l| WW|W+W]|W | (W), l—>aacA

(+]
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Wyktad 10

Twierdzenie Myhilla-Nerode’a

Andrzej M.

dla jezyka L C A* definiujemy R; jako
xRy < (VzeA'.xzel < yzel)
dla automatu deterministycznego A nad A* definiujemy R4 jako
x Ray < (6(qo,x) = 6(qo,y))
tw.: nastepujace warunki s3 rébwnowazne
@ jezyk L C A* jest regularny
@ relacja R ma skoniczony indeks
@ L jest suma pewnej liczby klas abstrakcji pewnej relacji
réwnowaznosci na A*, prawostronnie niezmienniczej,
skonczonego indeksu

zastosowanie: dany jezyk L C A*, automat zbudowany z klas
abstrakcji relacji R; jest minimalnym automatem deterministycznym
akceptujacym L
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Wyktad 10

Jezyk generowany przez gramatyke
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Andrzej M.

wywody stowa: dla produkcji A — v mamy kroki uAw = uvw
jezyk (bezkontekstowy) jest definiowany przez gramatyke
L(G)={weT*|S=w}
oW —L|WOW,O0—+|— ||+ L—0]|...]9— wyrazenia
arytmetyczne (liczby jednocyfrowe)
o S—ab|aSh-{a"b" | n> 0}
o S—e|aB|bA A— aS| bAA, B — bS | aBB -
{wefabi||wl,=|wlp}
oW —=0|e|l|WW|W+W|W*|(W),l—aacA-
wyrazenia regularne

wywdd stowa mozna zapisa¢ w postaci drzewa, drzewo jednoznacznie
okresla wywdéd np. lewostronny

to samo stowo moze mieé wiele drzew wywodu — niejednoznaczno$é
powyzsze gramatyki sg niejednoznaczne
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Wyktad 10

Operacje na gramatykach

o jednoznacznos$¢: mozna skomplikowac gramatyke by byta
jednoznaczna

o wyrazenia arytmetyczne: pojecie czynnika i sktadnika plus
deklarowanie sity wigzania

o wyrazenia regularne, boolowskie itd: podobne pomysty

o ale istnieja jezyki bezkontekstowe nie posiadajace gramatyki
jednoznacznej

usuwanie niepotrzebnych symboli nieterminalnych
usuwanie € (moze tylko S — ¢)

usuwanie produkcji jednostkowych A — B

© © o o

posta¢ normalna Chomksy'ego: produkcje S =+ ¢, A—a,ae€ T,

A — BC, gdzie B,C € V\ S

o posta¢ normalna Greibach: produkcje S — ¢, A — aA; ... A,, gdzie
aeT, Ay,...,ApeV\S
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Wyktad 10

Operacje na jezykach bezkontekstowych

o klasa jezykdéw bezkontekstowych jest zamknieta na sume,
konkatenacje i iteracje

o wniosek: kazdy jezyk regularny jest bezkontekstowy

o jesli L i wszystkie jezyki L, sa bezkontekstowe, to podstawienie
subs(L) jest jezykiem bezkontekstowym

o podstawieniem jest m.in. suma, konkatenacja i iteracja

o obraz i przeciwobraz homomorficzny jezyka bezkontekstowego jest
jezykiem bezkontekstowym
o klasa jezykéw bezkontekstowych nie jest zamknieta na przekrdj
o {a"b"c" | ne N} = {a"b"ck | n,k € N} n {a¥b"c" | n, k € N}

o ani na dopetnienie: Ly N Ly = [ U Ly
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Wyktad 10

Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych

o jesli L jest jezykiem bezkontekstowym, to istnieje stata n taka, ze dla
kazde stowo z € L dtuzsze niz n posiada rozktad z = uvwxy taki, ze
o |vwx| <n
o v+ x| >1
o uvfwxly € L dla wszystkich £ € N
o przyktad zastosowania: nie s3 bezkontekstowe jezyki
o {a"b"c" | n e N}
o {ww|we{a, b}*}
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Wyktad 10

Automaty ze stosem

o automat ze stosem jest to automat (niedeterministyczny, z cichymi
przejSciami) zaopatrzony w dodatkowa pamie¢ w postaci stosu, na
ktéry ktadzione sa pewne elementy (PDA — push-down automata)

o w kazdym ruchu automat odczytuje symbol z tasmy wejsciowej
i pobiera symbol z wierzchu stosu, nastepnie zmienia stan i ktadzie na
stos stowo (cigg symboli)

@ moze by¢ réwniez mozliwy ruch bez czytania taSmy wejsciowej,
zalezny tylko od wierzchotka stosu

o automat zaczyna dziatanie w stanie poczatkowym z pustym stosem

o dwie definicje akceptowania:
1. stany akceptujace, jak dla zwyktych automatéw
2. akceptowane s3 stowa w momencie gdy stos jest pusty
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Wyktad 10

Jezyki akceptowane przez automaty ze stosem

o konfiguracje i obliczenia definiujemy podobnie jak dla automatéw
niedeterministycznych: (g, xw, X3) — (p,w,af), x € AU {e}
automat zmienit stan, zostata odczytana jedna litera (lub nie) ze
stowa wejsciowego, zdjety jeden symbol ze stosu i zastgpiony stowem

o stowo jest zaakceptowane jesli stan jest akceptujacy albo jesli stos jest
pusty
o dla kazdego automatu akceptujacego przez stan istnieje réwnowazny
automat akceptujacy przez stos i na odwrét
o przyktady dla jezykéw
o {a"b" | n € N}
o {wewf | w € {a, b}*}
o {wwf | w € {a, b}*} - brak rozgranicznika, niedeterminizm
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Wyktad 10

Deterministyczne automaty ze stosem

o DPDA: dopuszczalne s3 ciche przejécia, poza tym s3 deterministyczne

o dwie definicje akceptowania:
1. stany akceptujace, jak dla zwyktych automatéw
2. akceptowane s3 stowa w momencie gdy stos jest pusty

o akceptowanie przez pusty stos wymaga dodatkowo wtasnosci
przedrostka: w € L, u C w implikuje u ¢ L

{wewR | w € {a, b}*} jest DPDA

{wwR | w € {a, b}*} nie jest DPDA

przekréj jezyka DPDA i jezyka regularnego jest klasy DPDA
klasa DPDA jest zamknieta na dopetnienie

nie jest domknieta na przekréj, sume, konkatenacje czy iteracje

nie jest zamknieta na podstawienie czy obraz homomorficzny

© 06 06 06 0o o o

jest zamkniete na operacje przeciwobrazu homomorficznego
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Wyktad 10

Gramatyki bezkontekstowe a automaty ze stosem

o klasa jezykéw bezkontekstowych to klasa jezykéw akceptowanych
przez automaty ze stosem — (CFL=PDA)

o przekréj jezykdéw bezkontekstowych nie musi by¢ bezkontekstowy ale
przekréj jest bezkontekstowy jesli jeden z jezykéw jest regularny

o rozpoznanie stowa z jezyka regularnego wymaga przygotowania
automatu o ustalonej z géry wielkosci

o ale rozpoznanie stowa z jezyka bezkontekstowego wymaga uzycia
stosu o nieograniczonej z géry wielkosci
co moze by¢ podstawa udanego ataku DOS (denial of service —
odmowa ustugi)
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Wyktad 10

Problemy dotyczace jezykéw

o dane jezyki L, L1, Ly C A*, sfowo w € A*, mozemy postawi¢ pytania
o czy jezyk L # (), jest niepusty?
o czy jezyk |L| < oo, jest skonczony?
o czy L1 = Ly, jezyki sg réwne?
o ogolniej, czy L1 C Ly?
o czy w € L, stowo nalezy do jezyka?
o algorytmy rozstrzygajace
o pusto$¢: automat i problem istnienie Sciezki
o skonczonos$¢: pytanie o petle w automacie lub w grafie zaleznosci
symboli nieterminalnych
o nalezenie stowa: wykonanie przejscia w automacie, algorytm CYK
dla gramatyk
o zawieranie jezykéw: Ly C Lj jest réwnowazne Ly N L, = (), daje
to algorytm jesli Ly jest jezykiem regularnym

sem. letni 2025/26 16 /25



Wyktad 10

Problemy nierozstrzygalne, maszyny Turinga

@ nie ma algorytmdw rozstrzygajacych problem L; C Ly w petfnej

ogélnosci

o nawet problem réwnosci, nawet problem L; = A*

@ nie ma algorytmu rozstrzygajacego problem czy dopetnienie jezyka
jest skonczone, czy jest jezykiem bezkontekstowym

o pojecie maszyny Turinga obejmuje wszystkie mozliwe algorytmy

o automat z nieskonczong tasma wejsciowa

o gtowica automatu moze poruszac sie w obu kierunkach, nie tylko
czytaé po kolei

o automat moze zapisywac litery na tasmie, zaréwno nadpisywac
istniejace jak i zapisywaé miejsca dotychczas puste
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Wyktad 10

Jezyki rekurencyjne

istnieja jezyki rekurencyjnie przeliczalne ale nie rekurencyjne
tzn. istnieja maszyny Turinga nie gwarantujace wfasnosci stopu

dopetnienie jezyka rekurencyjnego jest rekurencyjne

© © o o

dopetnienie jezyka rekurencyjnie przeliczalnego nie musi by¢
rekurencyjnie przeliczalne

©

rekurencyjne
o uruchamiamy dwie maszyny Turinga, dla jezyka i dla
dopetnienia, jedna z nich musi sie zatrzymac rozstrzygajac
problem nalezenia stowa
nie ma obawy nieskonczonego obliczenia
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jesli jezyk i jego dopetnienie sa rekurencyjnie przeliczalne, to oba s3

Wyktad 10

Jezyk maszyny Turinga

o obliczenie jest akceptujace jesli jest skonczone i ostatnia konfiguracja
jest akceptujaca: L(A) = {w € A* | A akceptuje w}
jezyk rekurencyjnie przeliczalny
o w € L(A) oznacza, ze maszyna Turinga zatrzyma swoje obliczenia
i ujawni pozytywny fakt
owé¢L(A)
o moze by¢ zauwazone po zatrzymaniu sie maszyny Turinga
w stanie nieakceptujacym
o ale moze sie okaza¢, ze obliczenia maszyny Turinga ze stowem
wejsciowym w s3 nieskonczone

o jezyk L jest rekurencyjny/ rozstrzygalny/ obliczalny, jesli
o L=1L(.A) dla pewnej maszyny Turinga
o obliczenia tej maszyny s3 skonczone dla kazdego stowa w € A*
o tzn. podajac stowo w na tasmie wejSciowej czekamy na zatrzymanie
sie obliczen, by rozstrzygnaé czy w € L(.A) czy tez nie
17/25 Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty  Teoretyczne podstawy informatyki
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Wyktad 10

Maszyny Turinga

@ maszyna Turinga moze by¢ wyposazona w wiecej niz jedna tasme,
inne tasmy moga by¢ dostepne tylko do czytania, tylko do
przesuwania sie wprzdéd — nie zmienia to klasy jezykéw

o automat ze stosem mozna zaimplementowac jako maszyna Turinga

@ maszyne Turinga mozna zaimplementowa¢ jako automat z dwoma
stosami

o automat maszyny Turinga moze by¢ deterministyczny lub
niedeterministyczny — nie zmienia to klasy jezykéw
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Wyktad 10

Obliczalno$¢ — Teza Church’a-Turinga

o funkcja f : A* — X* jest obliczalna jesli istnieje (deterministyczna)
maszyna Turinga A z taSme wejSciowa i wyjsciowa, taka, ze
o jesli na wejsciu znajduje sie w € A*, to maszyna zatrzyma swoje
dziatanie
o i na wyjsciu znajdzie sie stowo f(w)

o teza: wszystkie pojecia obliczalnosci sa réwnowazne
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Wyktad 10

Problemy NP-zupetne

o dla kazdej maszyny niedeterministycznej da sie zbudowa¢ maszyne
deterministyczng akceptujaca ten sam jezyk kosztem ztozonosci

o problem SAT: wejécie: formuta boolowska w postaci koniunkcyjnej
spetnialno$¢ = istnienie warto$ciowania zdan atomowych dajacego
True

© maszyna niedeterministyczna zaczyna od wyboru warto$ciowania,
sprawdzenie wartosci formuty jest liniowe, problem NP

o dowolny problem z klasy NP mozna zredukowaé wielomianowo do
problemu SAT (bez dowodu) — problem SAT jest NP-zupetny

o inne problemy NP-zupetne

problem 3SAT

problem kliki w grafie

problem pokrycia wierzchotkowego

o k-kolorowalnos¢ grafu

o istnienie Sciezki Hamiltona

(+]

©

©
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Wyktad 10

Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

o deterministyczna maszyna Turinga dziata w czasie f(n), f : N — N,
jesli dla dowolnego stowa w dtugosci n, zaczynajac dziatanie
w konfiguracji poczatkowej, koficzy po najwyzej f(n) krokach
o w szczegdblnodci ma wtasnos$¢ stopu
o jezyk nalezy do klasy TIME(f(n)) jesli jest akceptowany przez
maszyne Turinga dziatajaca w czasie f(n)
o dodajemy literke N do oznaczenia klasy, jesli maszyna akceptujaca
jest niedeterministyczna
o w tym kontekscie nie zadamy rozstrzygniecia tzn. gwarancji
stopu maszyny Turinga

Czas dziatania ‘ deterministyczna | niedeterministyczna
logarytm O(log(n)) L NL
wielomian O(p(n)) P NP
wyktadniczy 2°P(") EXPTIME NEXPTIME
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Wyktad 10

Uniwersalna maszyna Turinga

o uniwersalna maszyna Turinga M,, dla wejécia (M, w) gdzie (M) jest
kodem maszyny M, a w € ¥*, symuluje obliczenie M na stowie w

o maszyna M, akceptuje pare (M, w) wtedy i tylko wtedy, gdy
maszyna M akceptuje w

@ uniwersalna maszyna Turinga to w zasadzie komputer, mamy
zapisany program M, dane w i wykonujemy obliczenia, ktére moze
przyniosa wynik a moze okazg sie nieskonczone

o jezyk uniwersalny L, = {{M,w) | M akceptuje w}
jest rekurencyjnie przeliczalny

o ale nie jest rekurencyjny, gdyby byt istniataby maszyna rozpoznajaca
jezyk {{M;, w;) | M; akceptuje w;} (numerowane maszyny i stowa)
czyli réwniez jezyk Lp = {w; | w; ¢ L(M;)}

o ale ten jezyk nie moze by¢ rozpoznany przez zadna maszyne My
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Wyktad 10

Rozstrzygalnos¢

o problem jest rozstrzygalny gdy istnieje (deterministyczna) maszyna
Turinga zatrzymujaca sie dla kazdej instancji i akceptujaca te
instancje, dla ktérych odpowiedz jest pozytywna

o wszystkie algorytmy dowodza rozstrzygalnosci probleméw

o jezyki nierekurencyjne sa przyktadami probleméw nierozstrzygalnych

o gtéwny przyktad: problem stopu maszyny Turinga

o i wspomniane wczesniej problemy dotyczace jezykdéw
bezkontekstowych

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 25 /25



	Wykład 10

