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Wyktad 01  Wstep

Przeglad tematyki

©

(*]
(*]

Andrzej M.

automaty — idealizacja obliczen, zmiana stanu pod wptywem
czynnikéw zewnetrznych

jezyki, automaty skonczone, deterministyczne i niedeterministyczne,
generujace jezyki

wyrazenia i jezyki regularne

lemat o pompowaniu dla jezykéw regularnych, twierdzenie
Myhill-Nerode'a i minimalizacja automatu

gramatyki i jezyki bezkontekstowe

niedeterministyczne automaty ze stosem, rownowazno$¢ gramatyk
bezkontekstowych i niedeterministycznych automatéw ze stosem

posta¢ normalna Chomsky'ego, lemat o pompowaniu dla jezykéw
bezkontekstowych

jezyki deterministyczne i jednoznaczne
maszyny Turinga
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Wyktad 01

o Literatura

o J. Jedrzejowicz, A. Szepietowski, Jezyki, automaty, ztozonos¢
obliczeniowa, Wyd. UG, 2008

o J. E. Hopcroft, J. D. Ulmann, Wprowadzenie do teorii
automatdw, jezykéw i obliczen, PWN, 1994 (nowsze wydanie ma
wspdtautora R. Motwani)

o zaliczenia

o brak ¢wiczen, wyktad obowigzkowy
o egzamin kohcowy
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Wyktad 01 Jezyki regularne

Automaty skonczone
Jezyki regularne

sem. letni 2025/26 4/27


inf.ug.edu.pl/~amb/TPI

Wyktad 01 Jezyki regularne
Automaty skoniczone
Pilot do telewizora
on/off
(o T
on/off
Kluczyk do samochodu
off on
on

off
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Wyktad 01 Jezyki regularne
Jezyki
o jezyk nad alfabetem A — dowolny zbiér stéw nad A, czyli L C A*

Andrzej M.

np. L =), albo L = {e}, albo L = A*

albo skonczony zbiér podany enumeratywnie np. A = {0, 1},

L ={10011,0011101,0,10101,¢,110}

A = litery polskie, L = stowa w pewnym stowniku jezyka polskiego
A = znaki z klawiatury, L = poprawne programy w pewnym jezyku
programowania (C, C++, C#, itd.)

A ={0,1}, L liczby podzielne przez 2 (stowa traktujemy jako zapis
binarny), albo przez 5, albo liczby liczby pierwsze

przyjmujemy, ze A C A*, ciag jednolementowy utozsamiamy z tym
elementem

L = A tez jest jezykiem nad A

pytanie: w jaki sposéb definiujemy jezyki
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Wyktad 01 Jezyki regularne

Alfabety, stowa

Andrzej M.

alfabet * lub A — zbiér skoiczony, niepusty, w nim symbole/litery

sfowo — skonczony cigg elementéw z A

moga sie powtarza (w zbiorze nie)

znamy kolejno$¢ tych elementéw (w zbiorze nie)

A* — zbidr wszystkich stéw

zawsze jest stowo puste € € A*

istniejg ciagi dowolnej dtugosci: np. € A, AABB ... & € A" czyli
A* jest zawsze nieskonczony

{0,1}* — ciagi bitéw, wiecej w informatyce nie trzeba

inne mozliwosci — A = {a, b}, A={a,b,c,#}, A jest alfabetem
tacinskim, albo polskim, albo znakéw alfanumerycznych, albo ASCII,
albo ASCII latin-2, albo UTF-8 w réznych odmianach, albo ..

jesli ograniczymy dtugos¢ stéw, to {w € A* | |w| < max} jest
skoficzony, moc < ETM&|A|" < |A|™(|A] — 1)L, jedli |A] > 2

Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26

Wyktad 01 Jezyki regularne

Problem generyczny

©

Andrzej M.

dany jezyk L nad alfabetem A, dane stowo u € A*
czyuel
czy dana liczba jest pierwsza (jezyk liczb pierwszych)

czy dana formuta boolowska jest tautologia (jezyk tautologii
boolowskich)

czy dany program w Python v3.11 jest syntaktycznie poprawny
(Python v3.11)

(nie pytamy czy dziata w ogdle, czy dziata sensownie, czy jest w miare
optymalny, czy jest dobrze napisany i tatwy w analizie przez innych)

czasami nawet pytanie czy L # () jest nieoczywiste
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Wyktad 01 Jezyki regularne

Operacje na sfowach

Q

©

Andrzej M.

konkatenacja— u,v € A*, u=uy...Ux, V= vi...Vvp, wOWCZas u - v
(ozn. réwniez uv) jest réwne u = uy ... Ugvy ... Vp

w szczegélnodci u-e =e-u=u

tacznau-(v-w)=(u-v)-w

nieprzemienna, np. abba - baba # baba - abba, chociaz 11-1=1-11
podstowo = podciag kolejnych elementéw, czyli u C v wtw
dx,y.v=xuy

przedrostek (prefiks) — 3 y.v = uy

przyrostek (postfiks) — 3 x.v = xu

dtugos¢ — |uy ... uk| =k, || =0

|u|; — liczba wystapien litery a € A w stowie u € A*

dla u = u; ... ux odbiciem jest uR=up.. .1y
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Wyktad 01  Automaty skoriczone

Automaty skonczone

Q

Q

o

o

Andrzej M.

automat przyjmuje monety 1 zt i 2 zt i wydaje zeton gdy otrzyma 4 zt

musi by¢ zapamietana suma juz wrzuconych monet, nie ma szans by
w jednym kroku zakonczy¢ dziatanie

mamy stan poczatkowy oraz akceptujacy, gdy wydawany jest zeton

wrzucenie monety w danym stanie ma jednoznaczny skutek, wiadomo
dokad prowadzi przejscie

2 2
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Wyktad 01 Jezyki regularne

Operacje na jezykach

o alfabet jest ustalony, czasami moze by¢ odtworzony
o jesli AC B, to A* C B*
czyli jesli L jest jezykiem nad A to réwniez nad B
jesli L C B* ale wszystkie uzyte litery s3 z A, to L C A*

©

przekrdj L1 N Lp, suma Ly U Ly (ozn. Ly + L), réznica Ly \ L
o konkatenacja Ly - Ly ={u-v]|u€Lj,ve L}

o =1 15 1'=1L, L= {¢}
o *=JL, Lr=1

i=0 i=1
onp.dlaL=ACA* L*=A"

ajedli L = A2 to L* = {u € A* | |u| parzysta}
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Wyktad 01  Automaty skoriczone

Przyktad: program usuwajgcy komentarze w jezyku C

Teoretyczne podstawy informatyki
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Wyktad 01 Automaty skoriczone

Automat skonczony, deterministyczny

°o A= <Q7A> 57 qo, F> gdZie:
@ — skonczony zbiér stanéw,
qo € Q — stan poczatkowy,
F C Q — zbiér stanéw koncowych (akceptujacych),
A — alfabet, ktérym etykietowane sg przejscia,
0 funkcja czeSciowa okreslajaca przejscie stanéw pod wptywem
odczytania symbolu: (g, a) — d(q, a).

o w sumie graf skierowany z etykietowanymi strzatkami

o automat A akceptuje stowo u = uy ... up jedli istnieje Sciezka
w automacie od stanu poczatkowego go do (dowolnego) stanu
koncowego etykietowana stowem u

o uwaga: mozna spowodowad, ze ¢ jest funkcja catkowita, poprzez
dodanie dodatkowy stanu “blokady”, do ktérego trafiaja wszystkie
brakujace przejscia

sem. letni 2025/26
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Wyktad 01  Automaty skoriczone

Przyktad

o A=(Q,A,0,qo, F) gdzie:
@{ 90, 91, g2, g3} — skonczony zbidr standw,
go € Q — stan poczatkowy,
F ={qo} C Q — zbiér standéw koncowych (akceptujacych),
A ={0,1} — alfabet, ktérym etykietowane s3 przejscia,
0 funkcja przejscia:

610 1
o | g2 q1
g1 |43 4qo
g2 | do g3
| q1 q2

o zadanie: obliczy¢ jezyk generowany przez ten alfabet

o odp.: parzysta liczba zer i parzysta liczba jedynek (dowdd wymaga
analogicznego stwierdzenia dla wszystkich stanéw)

Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26
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Wyktad 01 Automaty skoriczone

Obliczenia w automacie

Q

Andrzej M.

dany automat A, stan g€ Q istowo u=uy...up

konfiguracja qu oznacza, ze automat znajduje sie w stanie g a na
wejsciu jest stowo u

jesli 9(q, u1) jest okreslone, to przechodzimy do konfiguracji

5(q, u1)uz . .. ug, czyli kolejny stan i przyrostek stowa

obliczenie — ciag kolejnych konfiguracji

automat przeczytat cate stowo jeéli konfiguracja ma postac ge
automat akceptuje stowo u jesli g € F

automat nie akceptuje stowa u

albo jesli w obliczeniu dochodzimy do ge ale g ¢ F

albo jesli dochodzimy do konfiguracji qu i d(q, u1) nie jest okreslone
druga mozliwos$¢ nie bedzie zachodzi¢, jesli zatozymy, ze funkcja
przejscia jest catkowita
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Wyktad 01 Automaty niedeterministyczne

Automat niedeterministyczny

o

o

o

Andrzej M.

wszystko jak dotychczas ale nie ma funkcji przejscia, jest relacja
tzn. mozliwy jest przypadek, ze przejsciem jest zaréwno (g, a) — p1
jak'i(g,a) = p2, q,p1,p2 € Q, p1 # P2

obliczenie nie jest deterministyczne, konfiguracja qu moze prowadzi¢
do wielu kolejnych konfiguracji, mamy cate drzewo mozliwych obliczen

a,b

(50
—>
zarébwno qopa — qoe jak i goa — gie

automat akceptuje stowo u, jesli istnieje obliczenie prowadzace od qou
do ge, g € F, mimo, ze inne obliczenia nie daja pozytywnego wyniku
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Wyktad 01 Automaty niedeterministyczne

Przyktad c.d.

Andrzej M.

a,b
(0
—>
stowo abbab jest akceptowane:
qoabbab — qobbab — qobab — qub — q1b — g2
ale pewne obliczenia prowadza na manowce
goabbab — g1 bbab — qgobab i nie ma dalszego ruchu choé stowo

jeszcze sie nie skonczyto, albo
qgoabbab — qgbbab — qggobab — qpab — qob — qo

tw.: powyzszy automat akceptuje stowa konczace sie ciggiem ab
dw: dowodzimy przez indukcje, ze

dla dowolnego stowa u, go € d2(qo, u)

g1 € 92(qo, u) wtw gdy u konczy sie na a

g2 € 92(qo, u) wtw gdy u konczy sie na ab
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Wyktad 01 Automaty niedeterministyczne

Automaty niedeterministyczne a determistyczne, c.d.

Andrzej M.

automaty A; i Ay nazywamy réwnowaznymi, jesli jezyki akceptowane
sg identyczne

tw.: dla kazdego automatu niedeterministycznego A; istnieje
rbwnowazny ale deterministyczny A,

dw.: @ = P(Q1), nowy stan poczatkowy to {qo},

62(q2, @) = Ugeq, 91(; ) to zbidr stanéw, do ktérych mozna dojs¢
w A; zaczynajac od dowolnego stanu g € qo,

g2 € > jest akceptujacy wtw. jesli zawiera stan akceptujacy w @,
Fo={qeP(Q)] qgnF #0}

pokazujemy przez indukcje, ze dla wszystkich stéw v € A*,

5({q0}, u) = d1(qo, u),

czyli jezyki akceptowane przez A; i A» s3g identyczne

nie wszystkie zbiory stanéw w @ wystapig w obliczeniach stanéw, do
ktérych mozna dojs¢ z qp,

elementy nieosiaggalne w P(Q1) mozemy usunaé¢ ze zbioru @
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Wyktad 01 Automaty niedeterministyczne

Automaty niedeterministyczne a determistyczne

©

dany automat niedeterministyczny z funkcjg przejscia
§:QxA—=P(Q)
przedtuzamy te funkcje na wszystkie stowa, ¢’ : @ x A* — P(Q)

° 0'(g.¢) = {q}
o §(q,ua) =

©

U ép.a)
ped’(q,u)
czyli L={w € A* | §(qo,w) N F # 0}
konstrukcja ta pozwala zdefiniowaé nowy automat, ktérego stanami
beda zbiory stanéw oryginalnego automatu

©

©
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Wyktad 01 Automaty niedeterministyczne

Przyktad c.d.
a,b

(5o
—>
o w przyktadzie 62({qo0}, a) = {qo, g1},

62({q0, 91}, b) = {qo, g2}, 02({q0, g2}, b) = {qo}
o obliczenie: {qo}abbab — {qo, g1} bbab — {qo, g2} bab — {qo}ab —

{q0,q1}b — {qo, g2} stan akceptujacy (bo g2 € F1)

©

inne stany automatu P({qo, g1, g2}) nie sa osiagalne ze stanu
poczatkowego, mozna je pomina¢
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Przyktad jeszcze jeden

Wyktad 01

Automaty niedeterministyczne

o A= {0, 1}7 L= {W c A* ’ W‘W‘*lOO = ]_}
o czyli cigg jest zaakceptowany, jesli ma dtugos¢ co najmniej 100 i na
setnym miejscu od konca stoi jedynka

o automat niedeterministyczny ma 101 stanéw, wiekszo$¢ przejs¢ jest
dostepna dla zera i jedynki, ale z go do g1 prowadzi tylko 1

o implementacja jest oczywista: pamietamy ostatnich 100 znakéw, na
koncu sprawdzamy czy 100 od konca to 1

o automat deterministyczny musi pamieta¢ wszystkie mozliwe stany
rejestru, czyli 2190 mozliwosci

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty

Przyktad prostszy

a,b
OSS
—>
€
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Wyktad 01

Automaty niedeterministyczne

oy

o produkuje stowa konczace sie albo podwdjnym b albo pojedynczym a

o definicja automatu deterministycznego

a

d(p, x) a |b H
po = {qo} pL | P2

pr={q0, %2, 93} | p1| P2 b

p2 ={q0,q1, 93} | p1|P3

p3 ={qo,q1, 2,93} | p1 | p3

o koncowe s3 stany p1 i p3
Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 23 /27

Wyktad 01 Automaty niedeterministyczne

Automaty z cichymi przej$ciami

o oprécz dotychczasowych mozliwosci dopuszczalne s3 przejscia bez

odczytu symbolu z alfabetu

o przyktad: liczba rzeczywista — na poczatku moze ale nie musi by¢
znak, potem niepusty ciag cyfr, moze przecinek, jesli jest to dalej

niepusty ciag cyfr

.57—1‘,—. 0.9
—>

o dowdd analogiczny jak dla niedeterminizmu

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty
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o tw.: dla kazdego automatu z cichymi przejSciami istnieje réwnowazny
automat deterministyczny

sem. letni 2025/26

Wyktad 01 Operacje na jezykach regularnych

Operacje na jezykach regularnych

22/27

o problem: dane jezyki regularne L;, Ly, co mozna powiedzie¢ o sumie

L1 U Ly, przekroju Ly N Ly, réznicy Ly \ Ly, konkatenacji L; - Lo,

iteracji L]7

o dopetnienie L{ = A*\ L1 wymaga ustalenia przedtem alfabetu,
w poprzednich przyktadach alfabetem byty wszystkie symbole
wystepujace w jezykach

o tw.: klasa jezykéw regularnych jest zamknieta na wszystkie

wymienione operacje

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty
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Wyktad 01 Operacje na jezykach regularnych

lloczyn kartezjanski automatéw

o

Andrzej M.

dane dwa automaty (deterministyczne) A; i A2 nad tym samym
alfabetem A, definiujace jezyki Li i Ly, funkcje przejécia catkowite
w iloczynie kartezjanskim Q1 x @, definiujemy przejécia jako
skoordynowane przejscia, tj. 3({q1, q2), a) = (61(q1, a), 62(qz, a))
czyli kazdy automat dziata niezaleznie i rejestrujemy ich stany

stan poczatkowy jest parg stanéw poczatkowych

L1 N Ly bedzie definiowany przez automat, ktérego stan akceptujacy
jest parg dwoéch stanéw akceptujacych

L1 U Ly bedzie definiowany przez automat, ktéry zaakceptuje gdy
jedna ze wspétrzednych bedzie stanem akceptujacym

mozna tez okresli¢ automaty akceptujace obie réznice jezykdéw
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Wyktad 01 Operacje na jezykach regularnych

Konkatenacja/ iteracja

Andrzej M.

tw.: dane jezyki regularne z odpowiadajacymi automatami A; oraz
Ay, ich konkatenacja tez jest jezykiem regularnym

dowdd: budujemy automat jako roztaczng sume stanéw obu
automatoéw, wszystkie przejécia pozostaja w mocy
o stanem poczatkowym jest stan poczatkowy A;
o akceptuja stany akceptujace As
o dodajemy ciche przejscia ze standéw akceptujacych 4; do stanu
poczatkowego A,

tw.: iteracja jezyka L(A)* jest jezykiem regularnym

dowdd: budujemy nowy automat dodajac ciche przejscia ze stanéw
akceptujacych A do stanu poczatkowego, dodatkowo dotgczamy stan
poczatkowy jako akceptujacy

dla L(A)™ nie bedzie potrzeby sztucznego dotaczania stanu
poczatkowego do akceptujacych
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Wyktad 01 Operacje na jezykach regularnych

Operacja dopetnienia

Andrzej M.

dany automat deterministyczny A = (Q, A, 4, qo, F)

zaktadamy dodatkowo, ze funkcja przejscia jest catkowita
woéwczas dla kazdego stowa u istnieje doktadnie jedno obliczenie
dgou — ... — Q¢

definiujemy automat A" = (Q, A, d, g0, Q \ F)

czyli automat dziatajacy doktadnie tak samo tylko odwracajacy
znaczenie akceptowania, akceptuje doktadnie te stowa, ktére nie s3
akceptowane przez oryginalny automat

automat ten definiuje dopetnienie jezyka A* \ L(A)

dowdd, ze L; \ Ly jest jezykiem regularnym mozna przeprowadzi¢
réwniez zauwazajac, ze Ly \ Ly = L1 N (A" L2)
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