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Wyktad 07  Algorytmy decyzyjne

Problem zawierania sie jezykéw L; C L,?

o niech Ly i Ly beda jezykami regularnymi zdefiniowanymi za pomoca
automatéw deterministycznych z catkowita funkcja przejscia, wéwczas
tatwo zbudowa¢ automat dla dopetnienia L, problem L; C L; jest
réwnowazny Ly N Ly = ()

o ztozonos¢ to iloczyn liczb stanéw w obu automatach
o ale jesli definicja uzywa automatu niedeterministycznego lub
wyrazenia regularnego, to ztozono$¢ moze by¢ wieksza

o jesli L jest jezykiem bezkontekstowym a L, regularnym, to powyzsze
rozumowanie tez prowadzi do algorytmu dla rozstrzygniecia

o tw.: jedli Ly jest jezykiem regularnym, Ly bezkontekstowym, to nie ma
algorytmu rozstrzygajacego ten problem

o w szczegdblnosci réwnosé dwéch jezykow bezkontekstowych,
w szczegdlnosci pytanie, czy L = A*?
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Wyktad 07 Algorytmy decyzyjne

Algorytmy decyzyjne, c.d.
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Wyktad 07  Algorytmy decyzyjne

Dalsze problemy nierozstrzygalne

o dopetnienie jezyka bezkontekstowego L moze nie byé bezkontekstowe,
mieliSmy przyktady

o tw.: nie ma algorytmu rozstrzygajacego czy dopetnienie jezyka L jest
bezkontekstowe

o tw.: nie ma algorytmu rozstrzygajacego czy dopetnienie jezyka L jest
puste (byto przed chwila)

o tw.: nie ma algorytmu rozstrzygajacego czy dopetnienie jezyka L jest
skonczone

o wszystkie powyzsze twierdzenia wymagaja innych metod niz
dotychczas rozwazane
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Wyktad 07 Algorytmy decyzyjne

Jezyki rozpoznawane przez deterministyczne automaty ze stosem

o problem L; C Ly jest réwnowazny L1 N Ly = ()

o jesli Ly i L, sg DPDA, dopetnienie tez jest w tej klasie (podobnie jak
dla jezykéw regularnych)

o ale przekréj nie musi by¢ nawet bezkontekstowy, wiec ten argument
nie przydaje sie w dowodzie

o prawdziwe jest jednak twierdzenie (1997), daleko poza mozliwosciami
tego wyktadu: problem L; C L, dla jezykéw z klasy DPDA jest
rozstrzygalny (tzn. istnieje algorytm)
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Wyktad 07  Maszyny Turinga

Alan Turing

o Alan Turing (1912-1954) — angielski matematyk, logik, informatyk

o kierowat kryptoanaliza niemieckiej maszyny szyfrujacej Enigma

o zaprojektowat architekture komputeréw, t.j. maszyn wykonywujacych
dowolny algorytm — maszyny Turinga

o pojecie obliczalnosci
o test Turinga — odréznienie cztowieka od maszyny

o CAPTCHA — Completely Automated Public Turing test to tell
Computers and Humans Apart
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Wyktad 07 Maszyny Turinga

Maszyny Turinga
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Wyktad 07 Maszyny Turinga

Maszyny Turinga

automat z nieskonczong tasma wejsciowa

gtowica automatu moze poruszac sie w obu kierunkach, nie tylko
czytaé po kolei

automat moze zapisywac litery na tasmie, zaréwno nadpisywaé
istniejace jak i zapisywac miejsca dotychczas puste
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Wyktad 07 Maszyny Turinga

Maszyny Turinga (deterministyczne)

o A=(Q,AT,B,d qo, F) gdzie:

@ — skonczony zbiér stanéw,

go € @ — stan poczatkowy,

F C Q — zbiér stanéw koncowych (akceptujacych),

A — alfabet wejsciowy

I\ A — alfabet roboczy

B €T \ A - symbol blank pustego miejsca na tasmie
d:QxTI—=QxTI x{L R, N} funkcja czesciowa okreslajaca przejécie

Wyktad 07 Maszyny Turinga

Ruchy maszyny Turinga

©

jesli 6(q,0) = (p,7,S) to méwimy, ze (q, 0, p, 7, S) opisuje jeden ruch
automatu

w stanie g przeczytat litere o i przeszedt w stan p, wpisat litere 7

w miejscu gdzie stata o oraz przesunat gtowice czytajacg w prawo,
lewo lub weale (S)

konfiguracja to tréjka ugw, g € Q, u jest stowem przed gtowica
czytajaca, pierwsza litera w jest wskazywana przez gtowice

ruch (g, 0, p, 7, N) oznacza przejscie ugov — uptv

standéw, nadpisywanie liter oraz ruch gtowicy czytajacej taSme .
ruch (g, 0, p, 7, R) oznacza przejécie uqov — utpv

ruch (g, 0, p, 7, L) oznacza przejécie upqov — uputv

obliczenie — skonczony lub nieskonczony cigg konfiguracji

© 06 6 o o

konfiguracja poczatkowa — qow, w € A* (na poczatku wpisane jest
stowo z liter alfabetu wejSciowego, potem moga pojawiac sie litery
z alfabetu roboczego)
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Wyktad 07  Maszyny Turinga Wyktad 07  Rozstrzygalnosé

Jezyk maszyny Turinga Jezyki rekurencyjne

o konfiguracja jest akceptujaca jesli jej stan jest akceptujacy o jezyk L jest rekurencyjny/ rozstrzygalny/ obliczalny, jesli
o L=1L(A) dla pewnej maszyny Turinga

o obliczenia tej maszyny s3 skonczone dla kazdego stowa w € A*

o obliczenie jest akceptujace jesli jest skonczone i ostatnia konfiguracja
jest akceptujaca

o L(A) ={w € A*| A akceptuje w}

o jezyk L jest rekurencyjnie przeliczalny (recursively enumerable) jesli
L = L(A) dla pewnej maszyny Turinga A

o tzn. podajac stowo w na tasmie wejSciowej czekamy na zatrzymanie
sie obliczen, by rozstrzygnaé czy w € L(.A) czy tez nie
o do czasu zatrzymania sie maszyny musimy czeka¢ na

rozstrzygniecie
o w € L(A) oznacza, ze maszyna Turinga zatrzyma swoje obliczenia

i ujawni pozytywny fakt
ow¢L(A)
o moze by¢ zauwazone po zatrzymaniu sie maszyny Turinga
w stanie nieakceptujacym
o ale moze sie okaza¢, ze obliczenia maszyny Turinga ze stowem
wejsciowym w s3 nieskofnczone

o tw.: jedli jezyk L i jego dopetnienie sg rekurencyjnie przeliczalne, to
oba sa rekurencyjne
o dw.: rekurencyjna przeliczalno$¢ dopetnienia znaczy, ze jesli
stowo nie nalezy do jezyka, to doczekamy sie zatrzymania
maszyny w stanie nieakceptujacym
czyli na pewno doczekamy sie rozstrzygniecia, nie ma obawy
nieskonczonego obliczenia
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Wyktad 07 Rozstrzygalnos¢ Wyktad 07 Przyktad jezyka nie-bezkontekstowego

Rozstrzygalnosé Przyktad {a"b"c" | n > 0}
o problem logiczny mozna sprowadzi¢ do pytania, czy pewne zdanie jest o jezyk {a"b"c" | n > 0} nie jest bezkontekstowy, tzn. nie jest
prawdziwe rozpoznawalny przez automat ze stosem
o réwnowaznie, mamy zapisy zdan prawdziwych i pytamy, czy nasze o jest przekrojem dwéch jezykéw bezkontekstowych, czyli jest
zdanie jest prawdziwe rozpoznawalny przez automat z dwoma stosami
o réwnowaznie, mamy jezyk (zbidr zdan), stowo i pytamy czy w € L o jest rozpoznawalny przez maszyne Turinga

o rozstrzygalno$é: maszyna zatrzyma sie na kazdym stowie i da

o , o w stanie poczatkowym czyta a, zamienia a na a przekreélone
odpowiedz tak/nie poczq y y p

) i przechodzi w stan szukania b
o akceptowanie: maszyn zatrzyma sie na stowach, ktére zaakceptuje, ale

. L . o t.j. mija a do czasu znalezienia b, ktére przekresla i szuka ¢
ma prawo nie konczy¢ obliczen dla innych

@ j.w., po znalezieniu zamienia na c przekre$lone i wraca do poczatku
tasmy
o btedem bedzie nie znalezienie wtasciwej litery do przekreslenia,
maszyna zatrzyma sie bez akceptacji
o c.d. kolejny slajd
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Wyktad 07 Przyktfad jezyka nie-bezkontekstowego Wyktad 07 Przyktad jezyka nie-bezkontekstowego

Przyktad {a"b"c" | n > 0} p
a b

¢
teraz szuka a, tj. mija a przekreslone, znajduje a, przekresla i szuka b
t.j. mija ew. pozostate a, potem b przekre$lone, znajduje b, przekresla b ¢
i szuka ¢ a
po znalezieniu wraca do poczatku i powtarza .
()

(%]

(%]

©

©

by¢ moze nie znajdzie nowego a, czyli wszystkie a s3 juz przekreslone

©

po pierwszym b przekreslonym czyta jedynie litery przekreslone,
najpierw b, potem ¢

a, b, 4,8, ¢

blank

©

jesli kolejny znak jest blank, to akceptuje, kazdy inny znak jest nie
akceptowany

o juz wczedniej mégt by¢ btad, gdy np. liter b byto wiecej niz a i zostaty
nieprzekres$lone
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Wyktad 07 Maszyny Turinga wieloSciezkowe

Maszyny Turinga wielo$ciezkowe

o automat z dwoma stosami moze rozpoznawa¢ wiecej jezykOw niz
automat z jednym stosem

o pytanie, czy maszyna Turinga z dwoma $ciezkami ma wiekszg moc
rozpoznawania niz z jedng $ciezka

o odpowiedz: nie, maszyna w wieloma $ciezkami jest réwnowazna
maszynie z jedna Sciezka

o dw: jedli przyjaé, ze wszystkie Sciezki korzystaja z tej samej gtowicy
czytajacej, to w zasadzie mozemy uznaé, ze taSma wejsSciowa jest
jedna — kazda komérka jest zestawem komoérek poszczegdlnych tasm

o bardziej skomplikowany jest przypadek, gdy tasm naprawde jest wiecej
i kazda ma swoja pozycje gtowicy
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Wyktad 07  Maszyny Turinga wieloSciezkowe

Przyktady maszyn wielo$ciezkowych

o jezyk {wew | w € (a+ b)*}
maszyna przepisuje stowo w na druga tasme, gdy znajdzie separator ¢
cofa gtowice drugiej tasmy i dalej poréwnuje oba napisy

o jezyk {a" | n jest potega 2}
maszyna czyta kolejne a na pierwszej tasmie, a na drugiej ma zapis
binarny n (w kolejnosci od najmniej znaczacych bitéw) i dodaje
binarnie 1
na koncu sprawdza, czy n jest potega 2

o maszyna Turinga z taSma obustronnie nieskonczona
druga tasma jest lewa cze$¢ oryginalnej taSmy z odwréconym
kierunkiem
przejécie glowicy czytajacej na lewa strone oznacza, ze przechodzimy
do drugiej tasmy
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Wyktad 07 Maszyny Turinga wieloSciezkowe

Maszyny Turinga wielosciezkowe c.d.

o dane: maszyna z np. dwoma tasmami i niezaleznymi gtowicami

o dodajemy dwie nowe tasmy, ktére maja tylko jeden symbol,
mianowicie pozycje gtowicy 1. lub 2.
o otrzymujemy maszyne z czterema tasmami, przyjmujemy, ze jedyna
gtowica domyslnie jest na poczatku
o jeden ruch maszyny z dwoma taSmami:
o odszukanie pozycji taSmy 1. na dodatkowej tasmie, odczyt
symbolu z tej tasmy, powrét
o to samo dla tasmy 2.
o decyzja co wpisaé¢ na obu tasmach, jak zmieni¢ pozycje obu
gtowic i jak zmieni¢ stan
o odszukanie pozycji taSmy 1., wpis nowego symbolu, powrét
o to samo dla taSmy 2.
o a potem, na obu tasmach, odszukanie pozycji i ew. ich zmiana
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Wyktad 07 Maszyny Turinga wielosciezkowe

Maszyny Turinga a automaty ze stosem

o automat ze stosem mozna zaimplementowac jako maszyna Turinga
o na tasmie wejSciowe] niczego nie zapisujemy, ruch tylko w prawo
o na drugiej tasmie zapisujemy zawarto$¢ stosu, przyda sie symbol
dna stosu
o maszyne Turinga mozna zaimplementowa¢ jako automat z dwoma
stosami
o na jednym stosie lezy zawarto$¢ tasmy na prawo od gtowicy, na
drugim na lewo
o w ogble nie korzystamy z tasmy wejsSciowej dla automatu
o ruch glowicy czytajacej oznacza przenoszenie jednej komorki
pomiedzy stosami
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Wyktad 07 Obliczenia przez maszyny Turinga

Obliczenia przez maszyny Turinga

o dotychczasowa definicja maszyny Turinga méwita o problemie
decyzyjnym, czy w € L(A)?
o def.: funkcja f : A* — ¥* jest obliczalna jesli istnieje
(deterministyczna) maszyna Turinga A z dwiema taSmami, wejSciowa
i wyjéciowa, taka, ze
o jesli na wejsciu znajduje sie w € A*, to maszyna zatrzyma swoje
dziatanie
o i na wyjsciu znajdzie sie stowo f(w)

Wyktad 07 Niedeterministyczne maszyny Turinga

Niedeterministyczne maszyny Turinga

o funkcja przejécia 6 : Q x ' = P(Q x I x {L, R, N}) jest
niedeterministyczna, t.j. definiuje zbiér mozliwych wynikéw

o konfiguracje uktadaja sie nie w ciag obliczen a w drzewo

o stowo jest zaakceptowane jesli istnieje Sciezka do liscia z konfiguracja
akceptujaca

o zakfadamy, ze stan akceptujacy nie dopuszcza dalszych obliczen

o tw.: niedeterministyczne maszyny Turinga rozpoznaja te sama klase
jezykéw co maszyny deterministyczne

o nie s3 znane zadne metody fizycznej realizacji maszyn
niedeterministycznych

o w szczegdblnosci ew. powstanie komputeréw kwantowych nie zrealizuje
dowolnych maszyn niedeterministycznych
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Wyktad 07 Obliczenia przez maszyny Turinga

Obliczenie n- m

(]

wejscie: cigg bitéw przedstawiajacy ni m

©

problem: jak odréznié obie liczby
o np. dodatkowa litera w alfabecie wejéciowym (w teorii nie ma
ograniczen na liczbe liter alfabetu)
o albo od razu dopusci¢ by byty dwie odrebne taSmy z danymi
wejsciowymi

(%]

wyjscie: ciag bitow przedstawiajacy iloczyn n- m

©

konstrukcja maszyny
o przepisujemy m na taSme pomocnicza
o w kazdym ruchu odejmujemy jedynke od n i dodajemy m do
zawartosci taSmy wyjsciowej
o tak dtugo az n ==

(*]

dodawanie zawartosci dwéch liczb trzeba doktadniej opisaé
o lub postuzy¢ sie inng maszyna, ktéra to realizuje
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Wyktad 07 Niedeterministyczne maszyny Turinga

Przyktad maszyny niedeterministycznej

o dana formuta logiki zdaniowej, tj. ztozona ze zdan atomowych
potaczonych spdjnikami logicznymi, np. negacji, implikacji, koniunkgcji
i dyzjunkcji

o problem: czy istnieje wartoéciowanie zdan atomowych takie, ze
formuta ma warto$¢ True (spetnialnos¢)

o albo czy ma warto$¢ True dla kazdego warto$ciowania (tautologia)
© maszyna niedeterministyczna rozstrzygajaca spetnialnos¢ formuty
o na druga taSme maszyna wpisuje wszystkie zdania atomowe
wystepujace w formule
o na trzecia taSme maszyna wpisuje jako$ wartosci True i False
o nastepnie cofa sie do poczatku pierwszej taSmy i zamienia zdania
atomowe na True i False zgodnie z taSmami 2 i 3
o jeszcze raz sie cofa i oblicza wartos$¢ formuty zapisanej na
pierwszej tasmie

sem. letni 2025/26 24 /28



Wyktad 07 Niedeterministyczne maszyny Turinga Wyktad 07 Niedeterministyczne maszyny Turinga

Przyktad maszyny deterministycznej Determinizacja maszyny Turinga
o ten sam problem moze by¢ rozwigzany przez maszyne o tw.: dla kazdej niedeterministycznej maszyny Turinga M istnieje
deterministyczng poprzez wyprébowanie kolejnych mozliwosci maszyna deterministyczna MD akceptujaca ten sam jezyk —
o tzn. na trzeciej taSmie maszyna wykonuje algorytm generowania L(M) = L(MD)

wszystkich mozliwych wartosciowan zmiennych z drugiej taSmy © dw.: zaktadamy, ze maszyna ma jedna tasSme, rozpatrujemy graf

. L , : L : skierowany
o dla kazdego z wartosciowan wykonuje wczesniej opisane operacje

o wierzchotki: konfiguracje maszyny M, tj. tréjki uqw, u, w stowa
przed/po gtowicy czytajace, g € Qu stan maszyny
o krawedzie: wykonanie jednego kroku obliczen

o ta maszyna deterministyczna skonczy dziatanie najdalej po 2" testach,
gdzie n jest liczbg zdan atomowych w formule, ograniczong dtugoscia

formuty . : ) o
o problem: czy istnieje $ciezka od konfiguracji poczatkowej do jakiej$
akceptujacej
o NIE jest to doktadnie problem osiaggalnosci w grafie, bo powyzszy graf
moze by¢ nieskonczony
o ale mozna zapisywa¢ i rozwazaé coraz wieksze fragmenty grafu
w miare rozwijania sie obliczen
Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 25/28 Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Teoretyczne podstawy informatyki sem. letni 2025/26 26 /28
Wyktad 07  Niedeterministyczne maszyny Turinga Wyktad 07 Obliczalnos¢
Determinizacja c.d. Obliczalno$¢ — Teza Church’a-Turinga
o istnieje stata d ograniczajaca liczbe mozliwosci wyboru w maszynie o wszystkie pojecia obliczalnosci sa réwnowazne
niedeterministycznej, d = max(|6(q,a)[,g € Q,ac A) < |Q|- |l -3 o nie jest to twierdzenie, bo wiasnie nie mamy definicji obliczalnoéci,

o na drugiej taémie generuje sie coraz dfuzsze ciagi adresujace drzewo twierdzimy jedynie, ze definicja poprzez maszyny Turinga jest stuszna

obliczeA M o stopniu rozgafezienia < d (przeszukiwanie wszerz) o nie znamy szerszej klasy jezykéw, ktére mozna by uznaé za
rozpoznawalne dziataniami charakterystycznymi dla komputeréw

o definicja maszyny Turinga jest ekstremalnie minimalistyczna
i trudno sie nie zgodzi¢, ze takie dziatania s3 dopuszczalne
w obliczeniach
o wszystkie definicje maszyn: deterministycznych lub nie, jedno- lub
o czyli maszyna deterministyczna dojdzie do momentu, gdy znajdzie to wielociezkowych, z niektérymi taémami dopuszczajacymi tylko
obliczenie i zaakceptuje dane wejsciowe odczyt, tylko ruch w prawo, prowadza do tej samej klasy jezykdw

o na trzeciej taSmie wykonuje sie obliczenia odpowiadajace ciggowi
zapisanemu na drugiej taSmie

o jesli maszyna M akceptuje dane wejsciowe, to istnieje obliczenie, po
ktérym sie zatrzyma i ogtosi akceptacje

o przyktad ze spetnialnoscia formuty logiki zdaniowe;j:

o maszyna deterministyczna przejrzy 2" mozliwych wartosciowan
n zdan atomowych zawartych w danej formule
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