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Wyktad 05

Przyktady jezykéw bezkontekstowych i nie bezkontekstowych

o byty juz gramatyki wyrazen arytmetycznych, regularnych, w podobny
sposéb mozna definiowaé wyrazenia logiczne

o jezyk {a"b" | n € N}, gramatyka S — ¢ | aSb

o jezyk {a"b™ | n > m > 0}, gramatyka S — ¢ | aS | aSb

o jezyk palindroméw {w € {a, b}* | w = wR}, gramatyka
S—el|alb|aSa|bSh (bez ai b mozna wymusi¢ postaé wwF)

o jezyk palindroméw z rozgranicznikiem {wew® | w € {a, b}*},
gramatyka S — c | aSa | bSb

o jezyk “powtérzen” {ww | w € {a, b}*}, nie spetnia lematu
o pompowaniu, niech z = a"b"a"b", fragment vwx moze lezy
w cafosci w jednej potdéwce stowa, po napompowaniu “potéwki” beda
rézne; albo lezy w Srodku w b"a", wéwczas tez nie zachowa sie
réwnosci

o byto juz: jezyk {a"b"c" | n € N} tez nie spetnia lematu o pompowaniu
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Wyktad 05

Gramatyki bezkontekstowe
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Wyktad 05

Operacje na jezykach bezkontekstowych 2

o byfo juz, ze klasa jezykéw bezkontekstowych jest zamknigta na sume,
konkatenacje i iteracje
o klasa jezykéw bezkontekstowych nie jest zamknieta na przekrdj
o dw.: $wiadczy o tym przyktad
{a"b"c" | n e N} = {a"b"ck | n,k € N} N {akb"c" | n, k € N}
@ ani na dopetnienie

o dw.: prawa deMorgana pozwalajg wyrazi¢ przekrdj przez sume
i na odwrét:

LlﬂLQZEUE

o {a"b" | ne N} ={a"b™ | n# m}U(a+ b)*ba(a+ b)*
o dopetnienia powyzszych jezykéw L; s3 bezkontekstowe, ich suma
L1 U L, tez, ale kolejne dopetnienie juz nie jest

o stowo jest akceptowane jesli istnieje wyprowadzenie w gramatyce,
negacja nie daje zadnej konstruktywnej informacji o budowie stowa
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Wyktad 05  Automaty ze stosem

Automaty ze stosem

o automat ze stosem jest to automat (by¢é moze niedeterministyczny,
z cichymi przejsciami) zaopatrzony w dodatkowa pamie¢ w postaci
stosu, na ktéry ktadzione s3 pewne elementy (PDA — push-down
automata)

o w kazdym ruchu automat odczytuje symbol z tasmy wejsSciowej
i pobiera symbol z wierzchu stosu, nastepnie zmienia stan i kfadzie na
stos stowo (cigg symboli)

Automaty ze stosem

o moze by¢ réwniez mozliwy ruch zalezny tylko od wierzchotka stosu,
bez czytania taSmy wejsciowe]

o automat zaczyna dziatanie w stanie poczatkowym z pustym stosem
(jego pustos¢ jest widoczna specjalnym symbolem Z)

o dwie definicje akceptowania:
1. stany akceptujace, jak dla zwyktych automatéw
2. akceptowane s3 stowa w momencie gdy stos jest pusty
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Wyktad 05  Automaty ze stosem

Automaty ze stosem, definicja Konfiguracje i obliczenia

o A= (Q,AT,d, qo, F,Z) gdzie: o definiujemy podobnie jak dla automatéw niedeterministycznych
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Q@ — skonczony zbidr standéw

qo € @ — stan poczatkowy

F C Q — zbidr standéw koncowych (akceptujacych)

A — alfabet wejsciowy, ktérym etykietowane s3 przejscia

" — alfabet symboli na stosie

Z € I — symbol pustego stosu

0 funkcja niedeterministyczna okreslajaca przejscie stanéw pod
wptywem odczytania symbolu w zaleznosci od wierzchotka stosu:
§:Qx(AU{e}) xT = P(Q xT*)

funkcja przejscia odczytuje symbol wejsciowy, ale moze tez wykonaé
ruch bez odczytania

zawsze zdejmuje wierzchotek stosu

w szczegdlnosci rozpoznaje, ze stos jest pusty — lezy na nim symbol Z
nie ma mozliwosci ruchu, jesli stos jest naprawde pusty
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Andrzej M.

jeslig,pe @, ac A we A, XeTl, a,pel* oraz
(p;a) € 6(q,a,X) to

(q,aw, XB) = (p,w,af3)

automat zmienit stan, zostata odczytana jedna litera ze stowa
wejsciowego, zdjety jeden symbol ze stosu i zastgpiony stowem
tw.: obliczenia s3 lokalne w tym sensie, ze przyrostek czytanego stowa
nie ma znaczenia na przebieg obliczen

* *
(p,u,a) = (q,v,B) w.tw. (p,uw,a) = (q,w, )

(p, u,a) = (q, v, B) implikuje (p, u, ay) = (q,v, B7)

uwaga: druga implikacja nie moze by¢ odwrécona, byé moze zmiana
stosu ary na 8y wymagata zdjecia « i pewnych symboli z ¢

i potozenia tych symboli z powrotem
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Automaty ze stosem, akceptowanie Przyktad {a"b" | n € N}
o def.: stowo w jest akceptowane przez stan, jedli istnieje obliczenie dla o stowo jest akceptowane przez pusty stos
w prowadzace do stanu akceptujacego o w stanie poczatkowym czytamy serie liter a, kazda litera odktadana
o def.: stowo w jest akceptowane przez stos, jesli istnieje obliczenie dla jest na stos, 6(qo, a, X) = (qo, aX)
w zakoAczone pustym stosem pierwsza odczytana litera b zmienia stan, dalej mozna odczytaé
o tw.: te definicje s3 réwnowazne, tzn. dla kazdego automatu jedynie litery b, kazdy odczyt zdejmuje literg a ze stosu,
akceptujacego przez stan istnieje rbwnowazny automat akceptujacy 0(qi» b, a) = (a1, ¢€)
przez stos i na odwrét o tréjki ( stan, stowo, wierzchotek stosu ) zmieniaja sie nastepujaco:

o (qo, abb,Z) = (qo, bb,aZ) = (q1, b, Z)
odczyt kolejnej litery jest niemozliwy, bo stos jest pusty
o (qo,aab,Z) = (qo, ab,aZ) = (qo, b, aaZ) = (q1,¢,aZ)
na odwrét, jeéli automat akceptuje przez stany akceptujace, dodajemy stowo zostato odczytane do kofica ale stos pozostat niepusty
dodatkowy symbol dna stosu, przeprowadzamy wszystkie obliczenia ° (qo, aabb, Z) = (qo, abb, aZ) = (qo, bb, aaZ) = (qu, b, aZ) =

jak dotychczas a po przejsciu do stanu akceptujacego oprézniamy stos {q1,6,Z) = (qu,¢,¢)
do osiagniecia nowego symbolu dna stowo zostato odczytane do konca i stos jest pusty — zostato

o dw.: jesli automat akceptuje przez pusty stos, tworzymy nowy, jedyny,
stan akceptujacy i e-przejscie do tego stanu gdy odczytany zostat
symbol Z na stosie

zaakceptowane
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Przyktad {wew® | w € {a, b}*} Przyktad {wwR | w € {a, b}*}

o stowo jest akceptowane przez pusty stos o s3 to palindromy parzystej dtugosci

o w stanie poczatkowym czytamy serie liter a i b, kazda litera o stowo jest akceptowane jesli stos zostat oprézniony
odkfadana jest na stos, d(qo, x, X) = (qo, xX) @ nie ma wskaznika potowy sfowa, decyzja przejscia do drugiego stanu
litera ¢ zmienia stan, §(qo, ¢, X) = (g1, X) wykonana jest niedeterministycznie

dalej sprawdzamy, czy przeczytana litera jest rowna wierzchotkowi

o wszystkie palindromy, réwniez nieparzystej dtugosci,
stosu, pozytywny odczyt zdejmuje litere ze stosu, (g1, x, x) = (g1, €) y P y parzyste] g

{w € {a,b}* | w = wR}, beda rozpoznane, jesli dopuécimy, ze
o brak litery ¢ spowoduje, ze nie dojdziemy do drugiego stanu, jesli jest odczytanie litery nie zmienia stosu ale zmienia stan

i dojdziemy, mozemy nie méc wykona¢ kolejnego kroku (gdy

pozostata czeé¢ stowa nie jest réwna wR albo pojawi sie kolejne ¢)

albo moze okaza¢ sig, ze stos pozostat niepusty
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Gramatyki bezkontekstowe a automaty ze stosem

o tw.: jezyki bezkontekstowe sg to doktadnie jezyki akceptowane przez
automaty ze stosem (CFL=PDA)

o dw.: (=) budujemy automat, akceptujacy przez pusty stos, na
podstawie wywodéw lewostronnych gramatyki
wywdd lewostronny oznacza wAa = wf« dla pewnych w € T,
AeV,a,Be(TUV)" gdzie A— [ jest produkcja w gramatyce

o automat bedzie miat jeden stan {g}, S na dnie stosu, funkcja
przejécia 0(q,e,A) = {(q,5) | A— [} dla A€ V oraz
6(q,a,a) = {(q,¢)}, a€ A
tzn. albo zdejmuje ze stosu symbol nieterminalny i zamienia go wynik
produkcji w gramatyce, albo odczytuje kolejng litere i sprawdza, ze
zgadza sie z t3 na stosie, ktéra jednoczesnie zdejmuje

o niech w ma wywdd lewostronny w gramatyce czyli
S— 1= ...= v = w, poérednie stowa s3 postaci v; = ujq;,
ui € T*, i produkuja przedrostki w: w = u;y;
z konstrukeji wynika obliczenie (g, w, S) = (q, y;, ;) = (q, ¢, )
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Wyktad 05  Gramatyki a automaty ze stosem

Gramatyki a automaty ze stosem, przyktad {a"b" | n € N}

o gramatyka S — ¢ | aSb

o tym razem automat ma tylko jeden stan, kroki obliczenia wktadaja na
stos aSb w pierwszej fazie albo tylko zdejmuja ze stosu w drugiej
o obliczenie akceptujace aabb wyglada nastepujaco
o (q,aabb,S) = (q, aabb, aSb) = (q, abb, Sb) =
(q,abb, aSbb) = (q, bb, Sbb) (niedeterministyczna decyzja
produkgcji S — ¢)
= (q, bb, bb) = (q, b, b) = (q,¢,¢)
stowo zostato odczytane do konca i stos jest pusty — zostato
zaakceptowane

o automat jest niedeterministyczny, mimo, ze potrafilismy znalez¢ inny
deterministyczny
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Wyktad 05  Gramatyki a automaty ze stosem

Gramatyki a automaty ze stosem, c.d. dowodu

o w druga strone, zatézmy obliczenie (g, w, A) = (q,¢,¢)

o jesdli ma dtugos¢ 1, to musi by¢ produkcja A — c oraz w = ¢

o w innym przypadku pierwszym krokiem jest (q, w, A) — (q, w, 3)
dla produkcji A — 8 w gramatyce

o kolejne symbole w 3; bedg konsumowane i rozwijane w kolejnych
krokach, z zatozenie indukcyjnego bedg istnie¢ wywody
lewostronne z odpowiadajacych symboli

o wszystkie one ztoza sie na wywéd A = w

czyli stowo akceptowane obliczeniem zaczynajacym sie od symbolu
poczatkowego S ma wywdd w tej gramatyce
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Wyktad 05  Automaty ze stosem a gramatyki

Automaty ze stosem a gramatyki bezkontekstowe

o tw.: jezyki bezkontekstowe s3 to doktadnie jezyki akceptowane przez
automaty ze stosem

o dw.: («=) definiujemy gramatyke na podstawie automatu
akceptujacego przez pusty stos
niech A = (Q,A,T,0,qo, Z) bedzie takim automatem
o symbolami nieterminalnymi beda wszystkie zestawy [p, X, g| dla
p,q € Q, X €T (zdjecie symbolu X przy przejscie od p do q)
i dodatkowo symbol poczatkowy S
o produkcjami beda S — [qo, Z, p] dla p € Q oraz
[g, X, r] — a[r, Y1, 1] ... [re—1, Yk, r] jesli
(r,Y1...Yx) €60(q,a,X), ac Au{e}, r,n,....n € Q
w szczegdlnosci [q, X, r] — a jedli (r,e) € 6(q, a, X)
czyli z duzym nadmiarem przygotowujemy opis, ze produkcja
spowodowata potozenie na stosie stowa oraz zmiane stanéw
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Wyktad 05  Automaty ze stosem a gramatyki

Automaty ze stosem a gramatyki, c.d. dowodu

Andrzej M.

sprawdzamy teraz (przez indukcje wzgledem dtugosci), ze
o obliczenie w automacie (g, w, X) = (p, ¢, ) odpowiada

. *
wywodowi [g, X, p] = w w gramatyce
o i na odwrét, wywdd w gramatyce odpowiada obliczeniu
w automacie

w szczegdblnosci obliczenia zaczynajace sie od stanu poczatkowego
i pustego stosu odpowiadaja wywodom zaczynajacym sie od symbolu
poczatkowego

gramatyka bedzie miata duzo niepotrzebnych symboli
nieterminalnych, ktére mozna usuna¢ standardowa procedura
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Wyktad 05  Automaty ze stosem a gramatyki

Operacje na jezykach bezkontekstowych 3

Andrzej M.

suma, konkatenacja i iteracja jezykéw bezkontekstowych réwniez jest
w tej klasie

dowdd poprzez konstrukcje automatu dla powyzszych operacji:
konstrukcje dla jezykéw regularnych dziataja i tutaj, automat
dodatkowo ma stos

konstrukcja dla dopetnienia nie dziata, dla jezykéw regularnych
automat byt deterministyczny, tutaj na pewno nie jest
przekrdj jezykdédw bezkontekstowych nie musi byé bezkontekstowy
o proba dowodu analogicznego do jezykéw regularnych zawodzi —
musimy uruchomié oba automaty, a do dyspozycji jest jeden stos
ale przekrdj jest jezykiem bezkontekstowym jesli jeden z jezykéw jest
regularny
o dw.: rozpatrujemy iloczyn kartezjanski automatéw, jeden z nich
ma dodatkowy stos, a drugi nie potrzebuje stosu
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Wyktad 05  Automaty ze stosem a gramatyki

Automaty ze stosem — konsekwencje dla bezpieczenstwa aplikacji

(*]
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rozpoznanie stowa z jezyka regularnego wymaga przygotowania
automatu o ustalonej z géry wielkosci

rozpoznanie stfowa z jezyka bezkontekstowego wymaga uzycia stosu
o nieograniczonej z géry wielkosci
np. w aplikacji Webowej uzytkownik ma podac wyrazenie
arytmetyczne, ztodliwy uzytkownik podaje nieskonczony cigg symboli
2% (
o po kazdej iteracji na stosie jest co najmniej jeden wiecej symbol
oczekujacy wyrazenia arytmetycznego
o w koncu dochodzi do przepetnienia stosu (stack overflow)
i catkowitego zakonczenia dziatania aplikacji
o czyli udany atak DOS (denial of service — odmowa ustugi)
aplikacje powinny analizowa¢ wejécie uzytkownika i nie pozwalaé na
takie wyczerpanie zasobéw
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