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Teoria grafow Kodowanie grafow

o graf skierowany G = (V, A) gdzie AC {(v,w) € VX V| v # w} o wierzchotki grafu mozna ponumerowaé, tzn. przyjmujemy

o krawedzie (tuki) maja kierunek ,,od v do w" — poczatek i koniec V ={0,...,n— 1} dla grafu o n wierzchotkach

o krawedz (v, w) to co innego niz (w, v), moga istnie¢ obie niezaleznie o dla wierzchotka k € V' mamy listg jego sasiadow, zapisywana
fo . ‘s . . . . Ly=k:i,..., i, gdzie (k,i A

o Sciezka jest ciag réznych wierzchotkéw vy, . .., v, takich, ze k Lol 8 (k. ie) €
(Vi,vis1) €A i=0,...,n—1 o caty graf zapisujemy jako liste list sasiedztw tj. Lo;...;Ly—1

o cyklem jest ciag Vo, . . . , Vi, Vo taki, ze vo, vi, ..., vy jest ciezka o czyli na tasmie wejSciowej mamy zapisane ciagi liczb oraz przecinki,
i (vn, vo) € A dwukropki i Sredniki, wszystkie te elementy nalezg do naszego alfabetu

o cykl moze by¢ bardzo krétki, v,w,v jedli (v,w) € Ai (w,v) € A, o mozna sprawdzi¢ czy taki zapis jest rzeczywiscie zapisem grafu

zaangazowane s3 tylko dwa wierzchotki o w konkretnych zastosowaniach mozna stosowa¢ bogatsze dane, np.
dtugosci krawedzi, czy inne etykiety
o graf jest silnie spdjny jesli kazde dwa wierzchotki taczy Sciezka

o graf jest acykliczny jesli nie ma cykli

o graf silnie spdjny (nie punkt) ma cykle (od v do w i z powrotem)
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Problemy teorii grafow

o osiggalnos$¢: dany graf (skierowany) G, wierzchotki v,w € V/, czy
istnieje Sciezka od v do w?

o silna spdjnosc¢: czy istnieje Sciezka od u do v dla dowolnych
wierzchotkéw u, v grafu

o Sciezka/cykl Hamiltona: czy istnieje $ciezka/cykl, ktéry odwiedza
wszystkie wierzchotki grafu bez powtdérzen

o kolorowanie grafu: ustalona liczba k > 0, pytanie, czy mozna
wierzchotki podzieli¢ na k koloréw tak by krawedzie zawsze miaty
konce o réznych kolorach

o def: problem jest rozstrzygalny jesli istnieje maszyna Turinga taka, ze
dla kazdej instancji problemu maszyna zatrzyma sie i da prawidfowa
odpowiedz
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Niedeterministyczna maszyna Turinga akceptujaca problem
osiggalnosci w grafie

o s3 tylko dwie tadmy, pierwsza z grafem i wierzchotkami v i v

o na drugiej taSmie zaczynamy od wierzchotka u i wpisujemy po kolei
(dowolnego) sasiada ostatniego wierzchotka

o jesli wpiszemy v, to istnieje Sciezka od v do v

o jesli istnieje w grafie Sciezka od u do v, to istnieje obliczenie
akceptujace te instancje problemu

o jesli takiej Sciezki nie ma, to zadne obliczenie nie zaakceptuje tej
instancji

o jesli w grafie jest cykl, to istnieje obliczenie nieskonczone (skoro nie
dbaliémy o zaznaczanie odwiedzonych wierzchotkéw)

o od maszyny niedeterministycznej nie oczekujemy wtasnosci stopu
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Deterministyczna maszyna Turinga rozstrzygajaca problem
osiggalnosci w grafie

© maszyna ma trzy tasmy
o tasma pierwsza: zakodowany graf G oraz wierzchotki u i v
o tasma druga: wpisywane beda wierzchotki osiggalne z u, na poczatku

wpisany jest u, beda one sukcesywnie zaznaczane (jako odwiedzone)
@ maszyna powtarza cykl, w ktérym
o zaznacza nowy wierzchotek w na drugiej tasmie
o na trzecig taSme wpisuje wierzchotki potaczone z w
o wierzchotki z trzeciej taSmy wpisuje na druga, jesli ich nie byto
o czysci trzecig tasme

o konczy prace gdy
o Vv znajdzie sie na trzeciej taSmie — jest Sciezka
o lub wszystkie wierzchotki na drugiej taSmie s3 zaznaczone — nie
ma Sciezki
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Ztozono$¢ obliczeniowa (czasowa)
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Notacja asymptotyczna Notacja asymptotyczna c.d.
o rozwazamy ciagi liczb naturalnych, réwnowaznie, funkcji b,c : N — N o jesli b jest ,,0 mate od” ¢, to jest réwniez ,O duze”
o b, = O(cp) (b jest ,,O duze od” c) jesli o z kolei ¢ na pewno nie jest ,,O duze od” b
3C.3ng.Vn.n>ng= by <C-cp o ,0 od"” oznacza , O duze” w obie strony

»prawie wszystkie b s3 mniejsze niz c, stata jest niewazna”

(]

jesli istnieje granica ilorazu % skonczona, niezerowa,
n

© by = o(cn) (b jest ,0 mate od” c) jedli to b jest © od c, ale bez tej granicy tez moze by¢
VC.dng.Vn.n>ny= b, < C-cp

»prawie wszystkie b s3 dowolnie mniejsze niz ¢”

o b, =0(cp) (b jest ,© od” c) jedli
3G.3G.Ang.Vn.n>ng=CG ¢, < b, < G -cy
»prawie wszystkie b s3 mniej wiecej réwne c” o log n jest ,0 mate od” n, n* jest ,0 mate od” nf, n < ¢

o n’ jest ,0 mate od” 2" dla dowolnej potegi ¢

o relacja ,,O duze” jest zwrotna i przechodnia, ale brak stabej
antysymetrii, relacja ,, Theta” jest relacja réwnowaznosci

o relacja ,0 mate” jest porzadkiem (przeciwzwrotna i przechodnia)

o 100 - n jest ,,0 mate od” n-log, n, ale dla n < 219 100- n > n-log, n
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Ztozonos$¢ czasowa Wazne klasy ztozonosci czasowej

o niech M bedzie deterministyczng maszyne Turinga,

o zakfadamy, ze zatrzymuje si¢ dla kazdej konfiguracji poczatkowe; Czas dziatania ‘ deterministyczna | niedeterministyczna
o tj. méwimy o rozstrzygalno$ci i jezyku rekurencyjnym logarytm O(log(n)) L NL
o def: maszyna dziata w czasie f(n), f : N — N, jesli dla dowolnego wielomian O(p(n)) P NP
stowa w dtugosci n, zaczynajac dziatanie w konfiguracji poczatkowe;j, wyktadniczy 2°(") EXPTIME NEXPTIME

konczy po najwyzej f(n) krokach
o dla kazdej maszyny niedeterministycznej da sie zbudowa¢ maszyne

o jezyk L nalezy do klasy TIME(f(n)) jesli jest akceptowany przez
deterministyczng akceptujaca ten sam jezyk kosztem ztozonosci

maszyne Turinga dziatajaca w czasie f(n)

o dodajemy literke N do oznaczenia klasy, je$li maszyna akceptujaca o problem: czy kazdg maszyne niedeterministyczng dziatajaca w czasie
jest niedeterministyczna wielomianowym da sie zamieni¢ na deterministyczna dziatajaca
o w tym kontekscie nie zagdamy rozstrzygniecia tzn. gwarancji réwniez w czasie wielomianowym?
stopu maszyny Turinga o czyli: P=NP?

o gtéwny problem teoretycznej informatyki
o w zasadzie nie wierzymy sie da
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Przyktady zfozonosci czasowej

o czy liczba n jest pierwsza: dzielimy przez kolejne liczby < /n,
ztozonos¢ dzielenia O(n - /n) razy liczba préb O(n?), zapis liczby n
zajmuje log, n bitéw, czyli ztozono$¢ wyktadnicza wzgledem dtugosci
wejscia

o istniejg algorytmy, ktére z duza pewnoscia testuja pierwszosé
i maja ztozono$¢ wielomianowa (np. test Rabina-Millera, O(n%))
o istnieja tez algorytmy o ztozonosci wielomianowej (2002, O(n'?))

o czy stowo jest akceptowane przez gramatyke: algorytm CYK,
ztozonoé¢ O(n3), gdzie n liczba produkcji gramatyki

o problem osiagalnosci w grafie: algorytm przeszukiwania wszerz czy
wgtab tylko raz przeglada kazda krawedz — ztozono$¢ linowa
wzgledem dtugosci wejscia
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Problemy NP-zupetne

o def.: jezyk L redukuje sie wielomianowo do jezyka K, L <, K, jesli
istnieje funkcja f obliczalna przez deterministyczna maszyne Turinga
w czasie wielomianowym taka, ze w € L & f(w) € K

o tw.:jedli L <, Koraz K€ P,toLc P

o dw.: maszyna akceptujaca problem w € L najpierw oblicza f(w)
a potem bada f(w) € K

o tw.: jedli L <, K oraz K € NP, to L € NP

o def.: jezyk K jest NP-trudny, jesli kazdy jezyk L € NP redukuje sie
wielomianowo do K
jest NP-zupetny, jesli jest NP-trudny i nalezy do NP

o tw.: jesli L € P i L jest NP-zupetny, to P = NP
@ nie znamy ani jednego przypadku takiego jezyka
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Problem SAT

o wejscie: formuta boolowska w postaci koniunkcyjnej (CNF)

o tzn. koniunkcja klauzul,
o klauzula to dysjunkcja literatow,
o literat to zdanie atomowe lub jego negacja

© maszyna niedeterministyczna zaczyna od wyboru wartosciowania dla
wszystkich zdan atomowych

o sprawdzenie wartosci formuty jest liniowe, sprawdzamy, czy wszystkie
klauzule maja warto$¢ True

o spetnialno$¢ = istnienie wartoSciowania dajacego True
o SAT jest NP

o czy istnieje maszyna deterministyczna sprawdzajaca spetnialnos¢
w czasie wielomianowym?

o nie wiadomo (pewnie nie, skoro do dzi$ nikt nie znalazt rozwigzania)
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SAT jest NP-zupetny

o tw.: dowolny problem z klasy NP mozna zredukowa¢ wielomianowo
do problemu SAT (bez dowodu)

o whniosek: problem SAT jest NP-zupetny
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Inne problemy NP-zupetne

o problem 3SAT (kazda klauzula ma najwyzej 3 literaty)

o problem kliki w grafie: dla danego grafu G i liczby k > 0 rozstrzygnad,
czy istnieje klika (podgraf petny grafu) zawierajacy k wierzchotkéw

o problem pokrycia wierzchotkowego: czy mozna wybraé k wierzchotkéw
tak, by kazda krawedz zawierata co najmniej jeden z nich

o k-kolorowalnos¢ grafu
o istnienie Sciezki Hamiltona

o problem komiwojazera: czy istnieje cykl Hamiltona o ograniczonym
koszcie
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