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Dlaczego sieci Petriego? Definicje i przedstawienie graficzne sieci Petriego

o Sieci elementarne:
— warunki: wartosci binarne
— zdarzenia: maja pre- i post-warunki

o Systemy sekwencyjne
— kolejnos$¢ wykonywania operacji jest dobrze okreslona
— funkcja przejscia nie opisuje ,,przyczyny” zmiany

o Wspobtbieznosé o Reprezentacja graficzna:
— chcemy opisywa¢ niezalezne systemy wspdtdziatajace ze soba — warunki: okregi, jesli s3 spetnione, to zaznaczenie w Srodku
— sama wspdbtbieznoéé jest zrédtem probleméw: niespéjna analiza — zdarzenia: kwadraty lub b. grube kreski (petne prostokaty)
danych, utracona modyfikacja — strzatki wyjasniajace, ktére warunki przestaja zachodzi¢, a ktére
— blokowanie zasobdéw rozwigzuje pewne problemy wspétbieznosci ale zaczynaja po zajsciu zdarzenia
generuje nowe — zakleszczenie — zdarzenie moze zaj$¢ tylko jesli spetnione s3 warunki poczatkowe,

o Przyktad z filozofami ale nie sa spetnione warunki koncowe

— mozna zaprojektowal pojedynczego filozofa jako proces o sie¢ jest czysta jesli zawsze *x N x* = 0)

deterministyczny: lewy widelec, prawy widelec, positek i zwolnienie
zasobdéw

— ale mozna wprowadzi¢ niedeterminizm, widelce s3 brane w dowolnej
kolejnosci, dalszy ciag bez zmian
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— czyli nie ma krétkich petli
— taka petla jest bez sensu, zdarzenie nie ma szansa zaj$¢ bo albo
prewarunek nie jest spetniony albo postwarunek jest spetniony

o sie¢ jest prosta jesli (°x, x®) = (*y,y®) implikuje, ze x =y
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Definicje c.d. Zdarzenia i tranzycje

o Sieci miejsc i tranzycji (P/T sie¢) o N=(B,E,F), C C B - konfiguracja, e € E
— troche inna filozofia, inna terminologia — e jest umozliwione w C, C[e), jesli *e C C oraz e*N C =
— nie ma warunkéw binarnych, s3 miejsca gdzie przechowywane s3 o Cle)C’ gdzie C'=(C\*e)Ue®
zasoby — (' jest wyznaczone jednoznacznie
— nie ma ograniczenia, ze zajscie tranzycji wymaga przedtem — zmiana wywotana zdarzeniem e nie zalezy od catej konfiguracji C
przedtem pustego miejsca o N=(P,T,F), m: P— N — zaznaczenie, t € T
— to samo miejsce p moze mie niezerowe wartosci F(p,t) i F(t,p), — t jest umozliwiona w m, m[t), jeéli ¥ p € *t. m(p) > F(p, t)
p €t t* (krotkie petle) o m[tym' gdzie Vp € P.m'(p) = m(p) — F(p,t) + F(t,p)
sie¢ elementarna sie¢ miejsc i tranzycji o liczba wszystkich tokenéw obecnych w sieci nie musi by¢ stata
warunek miejsce — dla sieci elementarnej nie zadamy by |%e| = |e*|, e € E
zdarzenie tranzycja (przejscie) — dla sieci miejsc i tranzycji nie zadamy, by
zachodzi pod warunkiem | zuzywa zasoby YpepF(t,p) — F(p,t)=0,te T
konfiguracja zaznaczenie (marking) o liczba tokenéw w P /T-sieci moze rosnaé nieograniczenie
CCB m: P —N — w sieci elementarnej nie moze by¢ wiecej niz jeden token
graf sekwencyjny graf zaznaczen, graf stanéw w warunku, czyli suma jest ograniczona
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Wspo6tbieznosé Wspotbiezno$¢ — a raczej jej brak
o N=(B,E,F), U C E jest niezalezny jesli © Przyktad — sekwencja
Ve eeclU. (feUe)N(eUe®)=10 O
°CCB B konfiguracja, Z./{_je_st ur_noiliwion)_/, C[L[} jesli kazde — ciagg zdarzen ejep jest w zaznaczonej konfiguracji mozliwy
zdarzenie z U jest umozliwione i s3 one niezalezne — ale zdarzenia e; i e nie tworzg zbioru niezaleznego
o C[U)C', gdzie C' = (C\*U)u U* — zdarzenie e> nie moze by¢ wykonane
o bedziemy uwazaé, ze zdarzenia z U zachodza wspétbieznie — zbidr {e1, &2} nie moze by¢ jednoczesnie wykonany
— w szczegblnosci ew. kolejnos¢ jest przypadkowa o Przyktad — konflikt

o =0

— kazde ze zdarzen moze by¢ wykonane

— ale tylko jedno z nich naraz

— zdarzenia ej i e nie tworzg zbioru niezaleznego

— zbidr {e1, &2} nie moze by¢ jednoczes$nie wykonany

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Sieci Petriego sem. letni 2025/2026 7/31 Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Sieci Petriego sem. letni 2025/2026 8/31



System elementarny

o N=(B,E,F, ), gdzie N = (B, E, F) jest siecig elementarng
a Cp C B jest ustalong konfiguracja poczatkowa
o N opisuje strukture, zawsze taka sama

o (Cp wyznacza zachowanie, konfiguracja poczatkowa i pdzniejsze
konfiguracje z niej powstate

o C = [Gp) — zbidr konfiguracji osiagalnych
{UCE|3Ce[G).Cl[U)} — zbidr krokéw, ktére moga by¢
kiedykolwiek wykonane
— przez kroki rozumiemy réwniez zbiory zdarzen wykonywane
wspbibieznie
— graf sekwencyjny: wytacznie kroki pojedyncze
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Sieci bezkontaktowe

o sie¢ N = (B, E,F, (), konfiguracja C C B, warunek zajscia
zdarzenia e € E wymaga ®*e C Coraze*NC =10

o def. sie¢ jest bezkontaktowa jesli drugi warunek jest automatycznie
spetniony: VC € C.Ve € E.% C C implikuje e*N C = ()

o definicja odnosi sie do konfiguracji osiggalnych C czyli tych, ktére
naprawde wystepuja w konkretnej sieci
np. C = *e U e® spetnia pierwszy warunek ale nie drugi
takie konfiguracje jednak wcale nie musza wystepowaé w sieci
elementarnej
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Sie¢ miejsc i tranzycji, graf zaznaczen (sekwencyjny)

o N=(P,T,F,mg), my: P — N — zaznaczenie poczatkowe
o zaznaczenie mg jest osiagalne, m jest osiagalne z mg, m € [mg), jesli
istnieje ciag tranzycji 7 =ty ... t, taki, ze mo[t1)myi[t2) ... [th)m
o graf zaznaczen:
— zbidr wierzchotkéw [mg),
— wierzchotek wyrézniony mg
— zbiér (etykietowanych) krawedzi {m[t)m' | m,m’ € [mg),t € T}
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Sieci bezkontaktowe — konstrukcja

o Tw.: Dla kazdej sieci NV istnieje podobna bezkontaktowa

dw: konstruujemy warunki dualne do istniejacych, jesli nie ma ich
w sieci oryginalnej

dla wszystkich konfiguracji osiggalnych bedzie zachodzi¢ wtasnosé
b € C wtedy i tylko wtedy gdy b’ ¢ C

w szczegblnodci, jesli *e C C to e®* N C = () — gdyby jaki$
post-warunek nie byt pusty, to pusty bytby dualny pre-warunek
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Sie¢ miejsc i tranzycji (P/T sie¢), tranzycje, c.d.

o N=(P, T,F,mg), te T, m:P—N

o czasem rozwaza sie ograniczenie maksymalnej pojemnosci kazdego
z miejsc, k: P — NU {0}, wéwczas m[t) o ile
Vpet.m(p)+ F(t,p) < k(p)

o dla sieci elementarnych odpowiada to funkcji Vp € P.k(p) =1

o podobnie jak dla sieci elementarnych mozna doda¢ nowe miejsca
dualne, zdefiniowa¢ F(p', t) = F(t,p) oraz F(t,p’) = F(p, t)
i mo(p') = k(p) — mo(p), gdzie p’ jest nowym miejscem dualnym do p
— ale tylko dla miejsc o ograniczonej pojemnosci

o Tw.:Vme [mg),p € P.k(p) <oco = m(p)+ m(p') = k(p)
m(p) + F(t,p) < k(p) jest wiec réwnowazny F(p’,t) < m(p’)
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Rézne zaleznosci pomiedzy wtasnoSciami behawioralnymi

o Sie¢ odwracalna jest zywa (jesli use(E) = E)

o Sie¢ zywa nie ma zakleszczen

o Sie¢ bez zakleszczen dopuszcza nieskonczone ciagi tranzycji
o Zadna z powyzszych implikacji nie zachodzi w druga strone

o Siec jest ograniczona wtedy i tylko wtedy gdy graf zaznaczen jest
skonczony
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Mozliwe wtasnosci behawioralne P /T sieci (i sieci elementarnych)

(%]

N: (P, T, F, mo)

o skonczono$¢ — nie jest umozliwiony zaden ciagg nieskofnczony tranzycji
o brak zakleszczen — kazde osiagalne z mg zaznaczenie umozliwia jakas
tranzycje

o zywos¢ — kazde osiggalne zaznaczenie umozliwia cigg tranzycji
zawierajacy dowolnie wybranga tranzycje

o ograniczonos$¢ — istnieje funkcja b : P — N taka, ze wszystkie
zaznaczenia osiagalne spetniaja m(p) < b(p),p € P

o 1-bezpieczenstwo — wszystkie zaznaczenia osiaggalne spetniaja
m(p) <l,peP

o odwracalnoé¢ — mg jest osiagalne z dowolnego zaznaczenia w [mg)
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Réwnowaznosci sieci elementarnych

o dane sieci N = (B, E, F, Gy) oraz N' = (B, E', F', C})

o sa strukturalnie réownowazne, N' = N w.t.w. istnieja bijekcje
B:B— B',n:E — E' zachowujace relacje przeptywu i konfiguracje
poczatkowa

o s3 behawioralnie réwnowazne, N' ~ N w.t.w. istnieja bijekcje
B [Co) — [Cy). 1 : use(E) — use(E’) zachowujace konfiguracje
poczatkowa i przejscia w grafie konfiguracji

o s3 obserwacyjnie réwnowazne, N' ~ N” w.t.w. istnieje relacja
(bisymulacji) g C C x C' oraz bijekcja 7 : use(E) — use(E’) takie, ze
mozna symulowaé przejscia w jednej sieci za pomoca przej$¢ drugiej
sieci i na odwroét
-V C,De[G),C e[C),ecuse(E).Cle)D,(C,C") e 5=
C'[n(e))D’ dla pewnego D' € C' takiego, ze (D,D’) € 3
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Jeszcze jedna réwnowaznosc

o Tw.:jeSli N =N, to N =~ N/
o Tw.:jeSli N =N’ toN ~ N’

def.: FS(N) ={w € E* | Glw) },

(]

(]

H(FS(N)) = FS(A")
Tw.: N ~ N w.tw. N ~g N/

©
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Techniki analizy P/T sieci

Techniki analizy sieci miejsc
| tranzycji
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oczywiscie FS(N) C (use(E))*
def.: N ~p N w.t.w. istnieje bijekcja 7 : use(E) — use(E’) taka, ze
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Redukcja sieci

(]

Andrzej M.

Qo

N =(B,E,F, &)
def.: sie¢ NV jest zredukowana jesli use(E) = E
— nie ma niepotrzebnych zdarzen /tranzycji

def.: sie¢ \ jest silnie zredukowana jeéli V b € B.nbh(b) # ()
— nie ma izolowanych warunkdéw/miejsc

sie¢ jest B-prosta jesli (°x, x®*) = (*y, y®) implikuje x =y dla x,y € B
Tw.: dla kazdej sieci AV istnieje silnie zredukowana B-prosta sie¢ N’
obserwacyjnie réwnowazna N’

dw.: usuwamy niepotrzebne zdarzenia
— usuwamy izolowane miejsca
— jesli (°b, b®) = (°b’, b'®), to usuwamy dowolne z tych miejsc
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Techniki analizy P/T sieci Algebra liniowa
Algebra liniowa
N = (P7 TaFamO)y P = {P17P2;~~7Pn}
zaznaczenia m : P — N s3 wektorami m = (m(p1), m(p2), ..., m(pn))

Qo
(%]

(*]

Andrzej M.

tranzycje prowadza do wektoréw t : P — Z, t(p) = F(t,p) — F(p, t)
wykonanie tranzycji to dodawanie wektoréw: m[t)m’ oznacza, ze
m=m+t

def.: niezmiennik miejsc — wektor inv : P — Z taki, ze

Vte T.XpepF(p,t)einv(p) = LpepF(t, p)einv(p),

Tw.: dla kazdego osiggalnego zaznaczenia m, meinv = mgeinv
przyktad “wzajemne wykluczanie” zawsze

m(akcja1) + m(akcjaz) + m(zaséb) = 1

Tw.: je$l niezmiennik miejsc inv spetnia warunek V p € P.inv(p) > 0,
to kazde z miejsc ma skonczona pojemnosé
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Techniki analizy P/T sieci  Algebra liniowa

Techniki strukturalne

w nim tokendw, to juz na zawsze: t* N A # () implikuje *t N A # ()
rownowaznie *A C A®

token, to nigdy juz nie bedzie pusty: *t N A # () implikuje t* N A #
rébwnowaznie A® C *A

o Tw.: jesli sie¢ N jest zywa, to kazdy odptyw A C P ma jaki$ token
W zaznaczeniu my.

o Tw.: jesli sie¢ jest odwracalna, silnie zredukowana, to kazda putapka

zawiera token w my.

o Tw.: jedli kazdy A odptyw zawiera w sobie putapke z tokenem
w zaznaczeniu myg, to sie¢ N nie ma zakleszczen.

Techniki analizy P/T sieci  Algebra liniowa

Grafy znakowane

o def.: graf znakowany, marked graph, to sie¢ N' = (P, T, F, mg) bez
zatozen o wagach i pojemnosciach taka, ze Vp € P.|°p| = |p®*| =1
o w grafie znakowanym nie ma konfliktéw, moga by¢ wspétbieznosci
o Tw.: liczba tokenéw na kazdym cyklu grafu znakowanego
N = (P, T,F,mg) jest stata

o wniosek: graf znakowany jest zywy w.t.w. na kazdym cyklu
poczatkowe znakowanie mg ma co najmniej jeden token

o jest 1-bezpieczny w.t.w. na kazdym cyklu jest doktadnie 1 token
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Techniki analizy P/T sieci  Algebra liniowa

Maszyny stanowe i systemy sekwencyjne

def: odptyw — maksymalny zbiér miejsc A C P taki, ze jesli nie bedzie o def.: maszyna stanowa, state machine, to sie¢ N' = (P, T, F, mg) bez

zatozen o wagach i pojemno$ciach taka, ze Vt € T.|°t| = |t*| =1

o Tw.: liczba tokendédw w maszynie stanowej jest stata

def: putapka — minimalny zbi6r miejsc taki, ze jesli znajdzie si¢ w nim o wniosek: kazde miejsce w maszynie stanowej ma ograniczong

0 pojemnos¢
o Tw.: maszyna stanowa N = (P, T, F, mg) jest zywa w.t.w. kazda
sktadowa spdjnosci jest silnie spdjna i ma token w myg
o system sekwencyjny: ¥ C € C.|C| =1

o w systemie sekwencyjnym nie ma w ogdle wspotbieznosci
— ale odwrotna zalezno$¢ nie zachodzi
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Techniki analizy P/T sieci Algebra liniowa

Podsieci sieci elementarnych

o def.: sie¢ (elementarng) N7 = (B, E’, F’, C}) nazywamy podsiecig
N = (B,E, F,C) jedli
B CB ECEFCF CCG
oVbeB.VecE.(bje)e F=ecE' (be)cF
(e,b) e F=ec E' (e,b) e F
oVbeB.be Gy=be (]
o podsie¢ N’ nazywamy skfadowa sekwencyjng sieci N jeéli N jest
siecig sekwencyjna
o Tw.: podsie¢ N jest zawsze wyznaczona przez zbiér swoich warunkéw

o Tw.: podzbiér B’ C B wyznacza podsie¢ w.t.w. *B’ = B’®

23 /31 Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Sieci Petriego sem. letni 2025/2026 24 /31



Techniki analizy P/T sieci  Algebra liniowa

Pokrycia

o N =(B,E, F, () sie elementarna, pokryciem jest zbi6r podsieci

{N; = (B, Ei,Fi,(Co)i) | i=1,...k} taki, z¢ B =% B;,
E=U B F=US Fi G =Ui(G)i

o jest to pokrycie sktadowymi sekwencyjnymi, jesli wszystkie podsieci sa

Andrzej M.

sekwencyjne

sie¢ nie musi mie¢ wcale pokrycia sktadowymi sekwencyjnymi

Tw.: dla kazdej sieci N' = (B, E, F, Gy) istnieje sie¢ zredukowana N’
rownowazna behawioralnie i majaca pokrycie sktadowymi
sekwencyjnymi
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Techniki analizy P/T sieci  Algebra liniowa

Procesy a grafy konfiguracji

Andrzej M.

proces p : NV — N jest elementarny jeéli °B’ U B'° = B’

proces elementarny p : NV — N odpowiada krokowi w grafie
konfiguracji Car

i na odwrét, krok C[AYD w Cys definiuje sie¢ wystapien
(CUD,A FN(CUDU A)?) i proces id

Sciezka w Cyr sktada sie z krokéw, sktadajac procesy otrzymujemy
proces dla $ciezki

ale wiele $ciezek moze generowal ten sam proces

Tw.: Sciezki generuja ten sam proces w.t.w. istnieje ciag permutacji
prowadzacy od jednej Sciezki do drugiej
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Techniki analizy P/T sieci  Algebra liniowa

Sieci wystgpien i procesy

Andrzej M.

Sieé

©

Andrzej M.

Sie¢ N = (B, E, F) jest siecig wystapieri w.t.w.

o sie¢ jest acykliczna tzn. Vx € BUE. —(x,x) € F*

o Vb e B.|*b|,|b%| <1 - nie ma rozgatezien na elementach B
FT jest relacja porzadku na BU E
ptat — ciecie zawarte w B, tylko warunki
linia w sieci wystapien to sktadnik sekwencyjny sieci
ptat w sieci wystapien to ,,migawka”, konfiguracja warunkéw
zachodzacych w pewnym momencie
procesem sieci (bezkontaktowej) A jest odwzorowanie p : N/ — N
takie, ze

o N'=(B',E', F') jest siecia wystapien

o VD C B'. jesli D jest ptatem, to p(D) € Cyr oraz p|D jest

réznowartosciowe
o Ve' € E.p(%) ="*p(e'), p(¢*) = p(€')°
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Techniki analizy P/T sieci Algebra liniowa

predykatéw i zdarzen

N = (B,E,F,D,\ () jest siecig predykatéw i zdarzer jesli
(B, E, F) jest siecig warunkéw i zdarzen bez miejsc izolowanych
D jest algebra
Co : B — Pow(D)

o A: F — Pow(Term(D)), wykluczamy tu zbiér pusty
konfiguracja C : B — Pow(D)

©

©

©

filozofowie i widelce maja swoje nazwy, dla filozofa x wiadomo, ktéry
z widelcdw jest lewy, £(x), a ktéry prawy, r(x)

zdarzenie p

o konsumuje warunki: filozof x mysli a widelce ¢(x), r(x) sa wolne

o i produkuje warunki: filozof x je a widelce ¢(x), r(x) sa zajete
zdarzenie k

o konsumuje warunki: filozof x je a widelce ¢(x), r(x) sa zajete

o i produkuje warunki: filozof x mysli a widelce ¢(x), r(x) sa wolne
Borzyszkowski (Instytut Informaty Sieci Petriego sem. letni 2025/2026 28 /31



Techniki analizy P/T sieci  Algebra liniowa

Wystepowanie zdarzen w sieci predykatéw i zdarzen

o wartosciowanie zmiennych to odwzorowanie p : Var — D, w praktyce
o skonczonej dziedzinie
@ wyznacza ono znaczenie terméw, pod warunkiem, ze jest okre$lone
dla zmiennych wystepujacych w tych termach
o Cle) w.t.w.
o Vbe*en(be)], < C(b)
o Vb e e e, )]] nc(b)=10
o Cle)C" wtw. C'(b) = C(b)\ [(B, &)l U [e. b, gdzie
przyjmujemy, ze zbiory sg puste jesli wyrazenia s3 nieokres$lone

@ uwaga: nie s3 to sieci elementarne, nie wykluczamy przypadku
b € *ene® czyli krétkiej petli
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Drzewo i graf pokrycia sieci

(%]

dana sie¢ N = (P, T, F, mgp), by¢ moze nieograniczona

(%]

drzewem pokrycia jest graf, ktérego wierzchotki to w-ciagi tranzycji
a krawedzie to dotozenie nowej tranzycji

©

drzewo pokrycia skonczonej sieci jest skonczone
— w szczegdlnosci istnieje skonczenie wiele w-zaznaczen

©

graf pokrycia ma jako wierzchotki w-zaznaczenia osiggalne i tranzycje,
ktére mozna wykonaé w tych zaznaczeniach

©

graf pokrycia mozna otrzymac z drzewa pokrycia utozsamiajac
wierzchotki prowadzace do tego samego w-pokrycia

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Sieci Petriego sem. letni 2025/2026 31/31

Techniki analizy P/T sieci  Algebra liniowa

»Nieskonczone” zaznaczenia i ciaggi tranzycji

o Tw.: jesli graf zaznaczen N = (P, T, F, mg) jest skonczony, to siec
jest ograniczona
wniosek: dla sieci nieograniczonych potrzebne jest inne narzedzie

o w-zaznaczenie to funkcja m: P — N U {w}, zwykte zaznaczenie tez
jest w-zaznaczeniem

o zatézmy m[o)m’ dla pewnych zaznaczen osiagalnych m, m" € [mp),
o€ T iVpe P.m(p) > m(p), tzn. liczba tokenéw nie zmniejsza sie
jesli m'(po) > m(po) dla miejsca pog, to liczba tokendw zwieksza sie
i nie ma zadnych ograniczen dla tej liczby
w-zaznaczenie bedzie miato warto$¢ w dla miejsca po

o warto$¢ w w pewnym miejscu pozwala wykona¢ kazda tranzycje,
tranzycje w ciggu beda wykonywane tak dtugo az stanie sie jasne, ze
nie ma granicy dla liczby tokenéw
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