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Indukcja i rekurencja Indukcja matematyczna

Dobry porzadek

o tw.: kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych ma element
najmniejszy

o oczywiscie pusty podzbiér nie ma

o podzbiér zbioru liczb catkowitych nie musi mie¢ najmniejszego
elementu, np. wszystkie liczby catkowite

o podzbiér zbioru wszystkich liczb nieujemnych nie musi mie¢
najmiejszego elementu, np. wszystkie liczby wymierne dodatnie

o ale jesli liczby sa catkowite i nieujemne, to kazdy niepusty podzbiér
ma element najmniejszy
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Indukcja i rekurencja

Indukcja matematyczna
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Indukcja i rekurencja Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna

o chcemy dowies$¢ twierdzenia VYn € N. P(n) dla pewnej wtasnosci P

o gdyby tak nie byto, to zbiér {ne€ N | =P(n)} bytby niepusty

o i miatby najmniejszy element

o jesli pokazemy, ze P(0), to nie jest nim O

o jesli pokazemy, ze P(k) = P(k+1) dla k € N, to nie jest nim zadne
n > 0, bo zastosujemy implikacje do k = n—1

o czyli zbiér ew. kontrprzyktadédw musi byé pusty — nie ma
kontrprzyktadéw

o w implikacji mozna nawet zatozy¢ wiecej, tatwiej moze by¢ dowiesc

(Vk<l. P(k)) = P(()
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Indukcja i rekurencja Indukcja matematyczna

Przyktady indukcji

o X! ,i= %ﬂ) troche obliczen
o kazda liczba naturalna jest iloczynem liczb pierwszych:
dw.: niech n bedzie najmniejszg liczba, ktéra nie jest takim iloczynem.
Nie moze by¢ pierwsza (bo to tez jest iloczyn).
Czylin=k-/¢dla k, ¢ < n.
Ale one s3 iloczynami liczb pierwszych (zatozenie indukcyjne), wiec
i n jest.
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Indukcja i rekurencja Indukcja strukturalna

Rekursywny typ danych

o dobrze postawione nawiasy, np. (()()(()))
o pusty napis € jest DPN
o jesli s jest DPN to (s) tez jest
o jeslisitsa DPN to st tez jest
o to nie jest zbyt dobra definicja, mamy dwa rézne dowody, ze ()()()
jest DPN — lewa para z dostawionymi dwiema parami z prawej lub na
odwrdt, czasami to przeszkadza
o wyrazenia arytmetyczne np. ((5-(x +y)) + (z-4))
o liczba i zmienna s3 wyrazeniami
o (wy - wa) jest wyrazeniem
o (w1 + wp) jest wyrazeniem
o tak naprawde praktyczna definicja jest bardziej skomplikowana by
uprosci¢ notacje i byto mniej nawiaséw
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Niespodzianki w dowodach
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~wszystkie konie s3 jednej masci”

P(n) = Vn e N\ {0} wszystkie konie w zbiorze n koni s3 jednej masci
P(1) oczywiscie zachodzi

badamy P(n+1) dla pewnego n, numerujemy konie, pierwszych n:
{ko,...,kn—1} jest jednej masci (zatozenie indukcyjne), podobnie
ostatnich n: {ki,..., kn}, tak wiec wszystkie s3 jednej masci

btedem jest uzycie wielokropka i sugerowanie, ze zbiory maja niepusty
przekrdj {ki, ..., kn—1}

dla n = 1 zbiory {ko} i {ki} sa roztaczne i konie moga by¢ réznej
masci

ale jesli w pewnym zbiorze koni P(2) zachodzi, to rzeczywiscie
wszystkie konie w tym zbiorze s3 jednej masci
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Przyktad twierdzenia o rekursywnych typach danych
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tw.: DPN maja tyle samo nawiaséw lewych co prawych

dw.: € — zero nawiaséw

jesli s ma tyle samo nawiaséw lewych co prawych, to (s) ma tez tyle
samo, konkretnie o jeden wiecej kazdego rodzaju

jesli s i t z osobna maja tyle samo nawiaséw lewych co prawych, to
st tez: sume liczb nawiaséw

tw.: w dowolnym prefiksie DPN liczba nawiaséw lewych jest
niemniejsza niz prawych

dw.: € ma zero nawiaséw, jedynym prefiksem jest

zatdézmy ze s spetnia warunek, prefiksy (s), z wyjatkiem catego
napisu, maja o jeden nawias lewy wiecej

prefiksami s t s3 albo prefiksy s, spetniaja one warunek (indukcja)
albo s i dalej prefiks t, tez spetniaja warunek (z zatozenia o t

i wczesniejszego twierdzenia)
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Definicje rekursywne funkcji

o eval: wyrazenia arytmetyczne x warto$ciowanie zmiennych — N

(+]

eval(liczba) = ta wtasnie liczba

eval(zmienna) = warto$¢ zmiennej zapisana w wartosciowaniu
eval(wy - wa) = eval(wy) - eval(w)

eval(wy + wo) = eval(wy) + eval(w)

©

©

(*]

o znaki - i + po lewej to tylko znaki, po prawej oznaczaja operacje
w zbiorze N
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Btedne ,,definicje”

o f(n)={f(n—-1)+1
brakuje przypadku bazowego, wiele funkcji spetnia takie réwnanie,
program, ktéry to bedzie oblicza¢ nie zakonczy dziatania
1 n=0
° f(n):{ f(n+1) n>1
jest przypadek bazowy ale program, ktéry to bedzie obliczaé nie
zakonczy dziatania, nadal wiele funkcji spetnia takie réwnanie

0 n parzyste

1 n podzielne przez 3
2 wp.p.

sprzeczne warunki

o f(n) =
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Indukcja i rekurencja Indukcja strukturalna

Liczby naturalne jako typ danych

0eN
jesline Ntont+leN

to moze by¢ uwazane za definicje liczb naturalnych

© © o o

indukcja matematyczna jest szczegdlnym przypadkiem strukturalne;

o nl — 1 n=20
Ll n-(n=1! n>1
0 n=20
o fib(n)=< 1 n=1
fib(n—1) + fib(n—2) n>1
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Rekurencja
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Indukcja i rekurencja Rekurencja

rekurencja

inaczej rekursja

recurrence — powtérne pojawienie sie
to=0,thy1=th+1dlaneN
obliczamy t; =1, tp = 2, t3 = 3, itd.

© © 6 o o

zadanie: dane réwnanie rekurencyjne, podaé wzér na wyrazy
definiowanego ciagu

o albo chociaz jakie$ wtasnosci, np. szybko$¢ wzrostu

o metody:

o zgadywanie (i sprawdzenie poprawnosci)

o podstawianie

o opracowane rozwigzania dla niektérych klas rekurencji
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Wieze z Hanoi — ztozonos¢

o réwnanie rekurencyjne na funkcje ztozonosci
(*] 71 =1
T,=2-T,_1+1dlan>1
o kolejne wartosci: To =3, T3 =7, T4 =15, ...
o hipoteza: T, =2"—-1
o dowdd indukcyjny:
T1=1=2'-1 OK
Tp=2-2"1-1)+1=2"-2+1=2"-1
byfo wykorzystane zatozenie indukcyjne

o albo wstawianie
Th=2-Th1+1=2-2-Tho+1)+1=4-T, r+2+1
=4.-2-Tp3+1)+2+1=8-Tp3+4+2+1
= =2k T+ X 2
i dla k = n— 1 otrzymujemy rozwigzanie
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Wieze z Hanoi

o osiem krazkéw rézniej wielkosci
utozonych mniejsze na wigkszych

o wolno przektadac po jednym, zawsze
mniejszy na wiekszy

o zadanie: przetozy¢ cata wieze ze
stupka A na stupek B

o rozwigzanie (rekurencyjne):
przenosimy n—1 krazkéw z A do C,
potem najwiekszy krazek do B
w koncu n—1 krazkéw z C do B

Zrédto: commons.wikimedia.org/wiki/File:

PSM_V26_D464_The_tower_of_hanoi. jpg
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Indukcja i rekurencja Rekurencja liniowa

Rekurencja liniowa

0 n=20
o fib(n)=1< 1 n=1
fib(n—1) + fib(n—2) n>1
o ogdlniej f(n) = ¢, ¢; - f(n—i) plus warunki poczatkowe dla f(/),
i=0,....d-1
o rozwigzanie: f ma szanse by¢ funkcja wyktadnicza f(n) = x”
o wéwczas x" = Zf’zl ¢ - x"i
musimy to réwnanie rozwigzaé

nie ma problemu dla d = 1,2, trudniej dla d = 3, nie ma szans dla
d>4
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Indukcja i rekurencja Rekurencja liniowa

Rekurencja liniowa, przyktad Fibonacci

0 n=20
o fib(n)=< 1 n=1
fib(n—1) + fib(n—2) n>1
o testujemy rozwiazanie fib(n) = x"
x™2 = x"l L x"dlan>=0
po podzieleniu przez x" jest to réwnanie kwadratowe

ma dwa pierwiastki %@

o rozwigzanie musi by¢ postaci fib(n) = A - (#)” +B- (1_2*/3)"
podstawiajac n = 0 oraz n = 1 otrzymujemy

0-A+B .
1 5 1—+/5
1=A 15, g 145

o czyli fib(n) = 2 ~(1+2\/§)” -

S
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Rekurencja liniowa, przyktad Fibonacci c.d.

o ile jest pokry¢ prostokata 2 x n kostkami domina 2 x 17
f(0) = 1 (pusty prostokat ma jedno pokrycie — puste),

(1) =1,
f(n) =f(n—1)+ f(n—2) (na poczatku pionowe domino lub dwa
poziome)

czyli f(n) = fib(n+ 1)
o ile jest ciggdw n bitéw bez dwdch kolejnych zer?
f(0) = 1 (pusty ciag jest OK),
f(1l) =2,
f(n) =f(n—1)+ f(n—2) (na poczatku jest jedynka lub zero, jesli
zero to kolejny bit musi by¢ jedynka)
czyli f(n) = fib(n + 2)
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Rekurencja liniowa c.d.

o pierwiastkéw moze by¢ wiecej, kombinacje liniowe funkgcji
wyktadniczych tez beda rozwigzaniami

o tw. jesli x jest pierwiastkiem wielokrotnym réwnania, to réowniez
funkcje n- x", x2 - x" itd. dla wiekszych krotnoéci beda spetnia¢
rownanie rekurencyjne

o na koncu dobieramy wspdtczynniki kombinacji liniowej by spetnia¢
warunki poczatkowe

o jest d warunkéw poczatkowych, réwnanie stopnia d ma d
pierwiastkéw (liczac krotnosci), kombinacja liniowa d funkcji ma d
wspotczynnikdw
czyli rozwigzujemy réwnanie liniowe z d niewiadomymi

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26 18 /23
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Sortowanie przez scalanie

o zadanie: dana tablica n liczb (n > 0) — ustawi¢ w kolejnosci rosnacej
o rozwiazanie:
o jesdli n = 1 zadanie juz jest wykonane
o W p.p. dzielimy tablice na dwie czesci, sortujemy kazda z osobna,
a potem scalamy dwie czedci do uzyskania jednej tablicy dla
wszystkich liczb

o ztozono$¢ (oszacowanie z gory):
T1=0
Th=2:T,p+ n—1(narazie mozemy zatozy¢, ze dzielenie nie
stanowi problemu, n mozna ,,zaokragli¢"do potegi dwdjki)
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Sortowanie przez scalanie — oszacowanie

o kilkukrotne podstawianie sugeruje wzér
To =25 T, + T (n—27)
kolejne podstawienie za T« potwierdza ten wzér dla k + 1

(]

©

©
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czyli jest prawdziwy dla k takiego, ze 2X = n
To=n-0+k-n—n+1=n-(logn—1)+1

dla dowolnego n na pewno T, < 2 - n|log n|
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Dziel i rzadz — przyktad
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Indukcja i rekurencja  Dziel i rzadz

szybkie mnozenie:

sem. zimowy 2025/26

(a-2"+b)(c-2"+d)=a-c-2°"+(a-d+b-c)-2"+b-d
zamiast dwdch $rodkowych iloczynédw mozna obliczy¢ jeden

(a+ b)-(c+d)idalej za pomoca odejmowania

czyli ogdlny wzdr na ztozono$¢ mnozenia ciaggdw n bitéw jest

M(n) =3-M(n/2) + O(n)

O(n) roénie wolniej niz n'°823 czyli M(n) < n'°e2

3
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opracowano kolejne algorytmy przyspieszajace mnozenie, w listopadzie

2020 opublikowano algorytm ztozonosci nlog n
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Dziel i rzadz

o zadanie jest dzielone na mniejsze podzadania w pewnych proporcjach

o T(n)=X,a-T(n/bi)+g(n)
koszt wykonania podzadan plus koszt scalenie w catosé
a;=>0,b;>1g(n=0
o prostsza wersja: dzielimy na réwne podzadania
T(n)=a-T(n/b)+g(n)
o Twierdzenie:
o jedli g roénie wolniej niz n'°85(2) to T(n) < n'°8s(2)
o jesli g roénie szybciej niz n'°86(2) to T jest rzedu g
o wp.p. T jest rzedu n'°8(2) . log n
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