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Konstrukcje kombinatoryczne z powtérzeniami Rozmieszczenia

Rozmieszczenia i wybory

Qo

Andrzej M.

na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ k identycznych przedmiotéw
w n (rozréznialnych) pudetkach (n > 0)?

n+k—1 . [(n+k—1
odp.: ne1 czyli P

dw.: uktadamy wszystkie pudetka w rzad, przedmiotom przypisujemy
0, Sciankom pudetek 1
o rozmieszczeniu przedmiotéw definiuje cigg zer i jedynek dtugosci
n+ k —1 majacy k zer i n — 1 jedynek
o kazdy taki ciagg odpowiada jednemu rozmieszczeniu
na ile sposobéw mozna wybraé¢ k przedmiotéw nalezacych do n
rozréznialnych typéw ?

wybor typu przedmiotu to umieszczenie zetonu w odpowiednim

pudetku, ta sama odpowiedz ('Hn_le)
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Wyktad 6

Wariacje, kombinacje
z powtdrzeniami

Andrzej M.
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Konstrukcje kombinatoryczne z powtérzeniami Kombinacje z powtérzeniami

Kombinacje z powtérzeniami

©

Andrzej M.

wybieramy k-krotnie element ze zbioru n rozréznialnych elementéw,
nie jest wazna kolejnos¢ — ile istnieje réznych kombinacji 7
gdy wybrany element nie uczestniczy w dalszej procedurze, jest to
wybor podzbioru k-elementowego w zbiorze n-elementowym,
tw.: jesli element jest zwracany po wyborze (moze by¢ powtdrnie

. o . [(n+k—1 n+k—1
wybrany), liczba kombinacji wynosi ( ne1 ) = ( B
dw.: problem umieszczenia k przedmiotéw w n pudetkach
czyli wybér k przedmiotéw n typdw
ile jest rozwigzan w N réwnania xp + ... + xp—1 = k?

k jedynek rozdzielamy na n zmiennych: (n—;ﬁ;l)
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Konstrukcje kombinatoryczne z powtérzeniami Kombinacje z powtérzeniami

Przyktad konkretny

@ na ile sposobéw mozna wybraé 5 owocéw majac do wyboru jabtka,
gruszki i pomarancze?

o 3 typy, 5 przedmiotéw, (;) = 21 sposobdéw

o pieciokrotnie wybieramy z koszyka owoc, w koszyku jest jabtko,
gruszka i pomarancza, notujemy wybér ale wybrany owoc zwracamy

o 3 rézne elementy, 5 wyboréw, <;) = 21 sposobdéw

o ile liczb ze zbioru {1,...,1000} ma sume cyfr 57

pie¢ jedynek rozdzielamy na trzy miejsca, ) = 21 liczb

005, 014, 023, 032, 041, 050, 104

113, 122, 131, 140, 203, 212, 221
230, 302, 311, 320, 401, 410, 500

5
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Konstrukcje kombinatoryczne z powtérzeniami  Wielozbiory
Wielozbiory

o zbiér A < U ma funkcje charakterystyczng x4 : U — 2

o wielozbiory pochodza od funkcji f : U — N
tzn. elementy moga wystepowaé wielokrotnie
ale kolejno$¢ wystapien sie nie liczy

o trzy kolejne poziomy abstrakcji:

o ciag (ap, a1, ..., ak—1) dtugosci k elementéw z U
o wielozbiér [ng - ag, . .. ng - ag] licznoéci X¢_g ny
o zbidr {ag, a1, ..., as} — wypisane elementy s3 rézne

o kombinacja z powtérzeniami to wybér wielozbioru nad zbiorem
wybieranych elementéw — ile razy dany element

o wybor przedmiotéw odréznialnych wedtug typu to wybér wielozbioru
nad zbiorem typdw — ile elementéw danego typu
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Konstrukcje kombinatoryczne z powtérzeniami Kombinacje z powtérzeniami

Rézne wybory

wybér k elementow
z n dostepnych

porzadek sie liczy porzadek bez znaczenia
(wariacja/permutacja) | (kombinacja)

G ()

n+k—1
ze zwracaniem, n > 1 n¥ ( +k )

bez zwracania, n > k
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych

Generowanie réznych obiektéw
kombinatorycznych
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych Podzbiory wszystkie

Generowanie wszystkich podzbioréw zbioru n

o rozwigzanie 1: funkcje charakterystyczne podzbioréw traktujemy jako
liczby w zapisie binarnym, wypisujemy je w naturalnym porzadku
o najmniejsza liczba to zero
o w kazdym ruchu dodajemy 1
o czyli szukamy zera na najnizszej pozycji,
zamieniamy je na 1, a wszystkie wczesniejsze jedynki na zero
o 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111,
1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111

int next(int mask[], int n){ //kolejny podzbior
for (i=0; (i<n) && mask[i]; ++i) mask[i]=0;
if (i<n) {mask[i]=1; return 1;}
else return O;

}

https://compprog.wordpress.com/2007/10/10/generating-subsets/
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych  Podzbiory k-elementowe

Generowanie podzbioréw k-elementowych zbioru n

k—1 k
@ najpierw wybér najwiekszego elementu, potem generowanie
podzbioréw ztozonych z mniejszych liczb

o ze wzoru na przekatna tréjkata Pascala Z;’:_klfl ( : ) = (n)

subsets(int n, int k){ if (n>0)
for (i=k—1;i<n;i++) subsets_max(i, k—1);
}

//subsets_max(i,k—1) dodaje element i
//do zbiorow utworzonych przez subsets (i, k—1)

o subsets(7,5) wypisze po kolei (notacja bez przecinkéw i nawiaséw)

43210, 53210, 54210, 54310, 54320, 54321, 63210,
64210, 64310, 64320, 64321, 65210, 65310, 65320,
65321, 65410, 65420, 65421, 65430, 65431, 65432.
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych Podzbiory wszystkie

Generowanie podzbioréw — kod Graya

o rozwigzanie 2 (kod Graya, definicja rekursywna):
o dla n = 0 ciag pusty jest rozwigzaniem problemu
ustalamy porzadek generowania dla n
o dla n+ 1 wypisujemy wszystkie ciggi dodajac 0 z przodu
o zamieniamy je na 1 i wypisujemy w porzadku odwrotnym
o 0000, 0001, 0011, 0010, 0110, 0111, 0101, 0100,
1100, 1101, 1111, 1110, 1010, 1011, 1001, 1000

o dwa kolejne elementy réznia sie jednym bitem, w przeciwienstwie do
poprzedniego rozwigzania

©
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych ~ Podzbiory k-elementowe

Podziaty nieuporzadkowane

o kazdy z elementéw podziatu bedzie wypisany w/g zasady: wybér
najwiekszego elementu, potem generowanie podzbioréw ztozonych
z mniejszych liczb
o dodatkowo podzbiory w podziale tez beda generowane od
najwiekszych elementéw
6!

@ np. podziat szesciu wierzchotkéw na pary

6543 21 | 654231 | 6541 32 | 64 53 21 | 64 52 31,
64 51 32 | 6354 21 | 63 5241 | 63 51 42 | 62 54 31,
625341 | 625143 | 615432 | 615342 | 615243
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych  Wielozbiory

Reprezentacje wielozbioréw

o przykfad: dwa jabtka, trzy gruszki, zero pomaranczy

@ elementy (numerowane) wielozbioru (wybér ze zwracaniem): 22111 —
funkcja nierosngca f : 5 — 3

@ elementy zbioru (sztuczne ,zaostrzenie” nieréwnosci): 65321 —
funkcja malejaca f : 5 — 7

@ funkcja charakterystyczna wielozbioru (zliczanie liczby wyboréw): 230
— funkcja f : 3 > N taka, ze Xf =5

@ funkcja charakterystyczna czy wybér elementu, czy zmiana typu:
1101110 - funkcja f : 7 — 2 taka, ze X f =5

o przyktad: jabtko i cztery pomarancze, 20000, 63210, 104, 1001111
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych ~ Wielozbiory

Generowanie wielozbiorow

@ typ dla kazdego wyboru:
00000, 10000, 11000, 11100, 11110, 11111, 20000,
21000, 21100, 21110, 21111, 22000, 22100, 22110,
22111, 22200, 22210, 22211, 22220, 22221, 22222.

@ funkcja malejaca zamiast nierosnacej
43210, 53210, 54210, 54310, 54320, 54321, 63210
64210, 64310, 64320, 64321, 65210, 65310, 65320
65321, 65410, 65420, 65421, 65430, 65431, 65432.

@ liczba elementéw danego typu
005, 014, 023, 032, 041, 050, 104,
113, 122, 131, 140, 203, 212, 221,
230, 302, 311, 320, 401, 410, 500.

@ wybdr elementu czy zmiana typu
0011111, 0101111, 0110111, 0111011, 0111101, 0111110, 1001111
1010111, 1011011, 1011101, 1011110, 1100111, 1101011, 1101101
1101110, 1110011, 1110101, 1110110, 1111001, 1111010, 1111100.
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych  Wielozbiory

Generowanie wielozbiorow

@ najpierw wybor najwiekszego elementu, potem generowanie
wielozbioréw ztozonych z liczb nie wiekszych
multisets(int n, int k){ if (k>0)

for (i=0;i<n;i++4) multisets_max (i, k—1);
}

//multisets_max(i,k—1) dodaje element i
//do zbiorow utworzonych przez multisets(i+1,k—1)

o przyktad: 5 losowan ze zwracaniem w zbiorze 3-elementowym mozna

;) = 21 sposobdéw

o multisets(3,5) wypisze po kolei (notacja bez przecinkéw i nawiaséw)

wykonaé na (
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych Permutacje
Generowanie permutacji — algorytm Dijkstry
o zadanie: wypisa¢ wszystkie permutacje zbioru n
o rozwigzanie: mamy do dyspozycji ,cyfry” 0,1,...,n—1

permutacje traktujemy jako liczby w uktadzie liczenia o podstawie n
wypisujemy je w kolejnosci rosnace;j
o najmniejsza liczba to cyfry w kolejnosci rosnace;
o dla kazdej liczby szukamy ostatniej cyfry, po ktérej dalszy ciag
cyfr jest malejacy
o by miel liczbe wiekszg niz biezaca zmieniamy poczatek jej zapisu
— zamieniamy znaleziong cyfre na kolejna dostepng w koncéwce
zapisu liczby
o koncéwke porzadkujemy w kolejnosci rosnace;j
o 0123, 0132, 0213, 0231, 0312, 0321,
1023, 1032, 1203, 1230, 1302, 1320,
2013, 2031, 2103, 2130, 2301, 2310,
3012, 3021, 3102, 3120, 3201, 3210.
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Generowanie obiektéw kombinatorycznych  Permutacje
Generowanie permutacji, kod

int Value[];
void getNext(int N)

{

int i = N-—1;
while (Value[i—1] >= Value[i]) i——; //ogon maleje
int j = N;

while (Value[j—1] <= Value[i—1]) j—;
// kolejna wartosc z pozostalych
swap(i—1, j—1);

i+ =N
while(i < j){ //odbicie zwierciadlane ogona
swap(i—1, j—1); i++ j—; }

}

https://www.cut-the-knot.org/do_you_know/AllPerm.shtml
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