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Wyktad 01 Przeglad

Stowo ,,dyskretna”

o ,freedom to act or judge on one's own”
© ...at driver’s discretion, w/g uznania kierowcy

o szkolna matematyka — woda wlewa sie do basenu, jak dtugo?
wiemy ile litréw wody na minute, jakie s3 rozmiary basenu, wynik
obliczamy w godzinach, minutach i sekundach

o zjawiska w informatyce majg charakter skokowy

@ ...po naciénieciu przycisku nastepuje start
... wybierz skret w prawo lub w lewo
...sprawdz warunek i zachowaj sie¢ w ten czy inny sposéb

@ nie mozemy opisac tych zjawisk metodami znanymi w mechanice

nie ma tu zastosowania metoda analizy nieskofczenie matych krokéw
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Wyktad 01 Organizacja

Organizacja

o literatura: A. Szepietowski, Matematyka dyskretna, UG, 2004 (jest
nowsze wydanie)
o literatura uzupetniajaca:
o J. Topp, Matematyka dyskretna, Wyd. PWSZ w Elblagu
o K. Ross, Ch. Wright, Matematyka dyskretna, PWN 2000
o materiaty s3/beda dostepne inf.ug.edu.pl/ amb

o ¢wiczenia, 2 kolokwia, egzamin na zakonczenie
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Wyktad 01 Przeglad

Dziaty

o Teoria zbioréw — podstawy matematyki
opis bardzo ogélnikowy bardzo wielu zjawisk

o funkcje, relacje, grafy, ...

o Arytmetyka — liczby naturalne,

nie wymierne, nie rzeczywiste, nie zespolone
o stuza do liczenia
o oprocz innych zastosowan, niespodziewane zastosowanie
w kryptografii

o Kombinatoryka — liczenie na sztuki
o na ile sposobéw mozna wypetni¢ kupon totolotka?
o ile istnieje przestawien liter w danym tekscie?
o ile istnieje ciggdw bitéw danej dtugosci?
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Wyktad 01 Przeglad

Dziaty, c.d.

o Funkcje boolowskie — algebra logiki

o wartosci logiczne prawda i fatsz wraz z operacjami
o B={0,1}, v:BxB—B,-:B—B, ...
o réwniez funkcje wielu zmiennnych,
funkcje definiowane wzorem
ale i podane w postaci tabeli
o Rekurencja
onl=nx(n-1)!
o definiujemy symbol ! ale w definicji tez go uzywamy
o ta definicja nie jest jeszcze kompletna, brakuje 0!=1
o te definicje fatwo zamienié na petle, ale nie zawsze tak jest
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Liczby, zbiory, relacje

Liczby, zbiory, relacje
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Wyktad 01 Przeglad

Dziaty, c.d.

o Teoria graféw i drzew

o grafy nieskierowane (drogi zwykte, potaczenia w sieci)
o grafy skierowane (drogi jednokierunkowe, przeptyw)
o drzewa (korzen, rozgatezienia, na koncu liscie)
o struktura drzewiasta
o uniwersytet ma wydziaty, te maja instytuty i dalej zaktady

o katalog gtéwny ma podkatalogi i pliki, w katalogach tez s3
podkatalogi i pliki itd.
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Liczby, zbiory, relacje  Liczby

Liczby

naturalne N, catkowite Z, rzeczywiste R (a raczej wymierne Q i nie
wszystkie, utamki binarne)

operacje arytmetyczne: dodawanie, mnozenie, minus,
odejmowanie, dzielenie, ale nie przez zero
+:NxN—-N,ale /:NxN— Nczy moze /. Nx N — Q7
dwa rézne dzielenia w jezyku C, dzielenie catkowitoliczbowe i po
prostu dzielenie

witasnosci: przemiennos¢ a+ b= b+ a,

tacznosé: (a+ b) +c=a+ (b+ ¢),

rozdzielno$¢: ax (b+c)=axb+ax*c

konwencje notacyjne — nawiasy, sita wigzania operatoréw
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Liczby, zbiory, relacje  Liczby

Wieksze operacje

n n H
> ;aj —suma Mi_;a; — iloczyn

L
=T 3
o bardziej skomplikowane zakresy indekséw

Y 0T +1) = T oXio(i +))
YhoX]o0q # X oThood'

w lewym wyrazeniu nieokreslone jest ¢/, w prawym réwniez n

o np. X7 Oqi

1=

o wiasnosci operatoréw sumy i iloczynu
Z?:oqi = Zf:oqj
k . . k . .
Lo +)) # XoU +J)
podstawianie wymaga uwagi

oY% a,=0 n% ,a, =1
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Liczby, zbiory, relacje Zbiory

Zbiory

o a € A - element a nalezy do zbioru A

o N — liczby naturalne, Z — I. catkowite, R — |. rzeczywiste
B = {0,1} — wartosci boolowskie
o =0 {0}=1{0,1}=2,{0,1,2}=3,...=4

©

{5,{N, &}, B} — wyliczenie elementéw zbioru

elementem moze by¢ cokolwiek, réwniez inny zbiér

o {n € N | n parzyste } — wybér podzbioru za pomoca pewnego
warunku logicznego

o AU B - suma zbioréw, elementy nalezace przynajmniej do jednego
z nich AN B — przekréj, A\ B — r6znica () — zbidr pusty, nie zawiera
zadnych elementéw

o A C B - relacja zawierania,

kazdy element x € A musi spetnia¢ x € B,

ale niekoniecznie na odwrét
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Liczby, zbiory, relacje  Liczby

Indukcja matematyczna

o chcemy udowodni¢ twierdzenie V n € N.®(n) gdzie ® jest pewna
wtasnoscig liczb naturalnych
o dowdd indukcyjny ma dwa kroki

o udowadniamy ®(0) — przypadek bazowy (czasem zaczynamy
od n=1 a bywa, ze od n = 2)
o udowadniamy implikacje ®(n) = ®(n+ 1) dla dowolnego n € N

o np.VnX? Oi:w

1=

o dla n = 0 obie strony s3 zero
o zaktadamy prawdziwos$¢ wzoru dla n i obliczamy dla n+ 1

Sl = 2 i (n+1) = 22 4y g = (EL)(nd2)

co dowodzi prawdziwosci implikacji i konczy caty dowdd
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Liczby, zbiory, relacje Zbiory

Operacje na zbiorach

o przemienno$¢: AU B = BU A i podobnie dla przekroju

o facznoéé: (AUB)UC=AU(BUC) jw.

o rozdzielnos¢: AN(BUC)=ANBUANB
(konwencja nt. sity wigzania operatoréw)
rozdzielnos¢ iloczynu wzgledem sumy jest niepodobna do wtasnosci
liczb

o operacje U i N s3 w pewnym sensie dualne, niemal odbiciem
zwierciadlanym

o ,zero" —QUA=A DNA=0
sjedynka"? —QNA=A QUA =, zbidr wszystkiego?

o AUA=ANA=A

o A® B - réznica symetryczna
{x € AU B | x nalezy do doktadnie jednego ze zbioréw }
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Liczby, zbiory, relacje  Zbiory

Zbior potegowy

o dla zbioru A okreslamy Pow(A) = {X | X C A}
o nawet jedli A= (), to Pow(A) = {(}, jest niepusty, ma element

o dla kazdego podzbioru B € Pow(A) funkcja charakterystyczna
xB : A — {0,1} testuje nalezenie do B

1 aeB
el =10 2¢8
o dla dowolnej funkgji f: A — {0,1} jej nosnikiem jest zbidr
{ae A|f(a) =1}

o podzbiory i funkcje charakterystyczne odpowiadaja sobie wzajemnie
o teoria funkcji boolowskich moze opisywaé dziatania na zbiorach
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Liczby, zbiory, relacje  Zbiory
Nieskonczone operacje
o Ui Ai — elementy nalezace do ktéregos z A;, i=1,...,n
o U2, Ai — elementy nalezace do ktéregos z A, jest tych zbiordéw

nieskonczenie wiele
o réwniez przekrdj
ale nie réznica, nie réznica symetryczna

o ,rodzina zbiorow" — po prostu zbiér, ale wiadomo o nim, ze
elementami s3 wytacznie zbiory
oznaczenie raczej A niz A

o |JA — elementy nalezace do ktéregos ze zbioréw rodziny

o (A — elementy nalezace wszystkich zbioréw z rodziny
ale tylko przy zatozeniu, ze A # ()

o rodzina indeksowana zbioréw A = {A; | i € N}
albo A={A; |iel}

Matematyka dyskretna
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Liczby, zbiory, relacje  Zbiory

Dopetnienie zbioru

o jedli X € Pow(A) to X ={acAla¢ X}
o prawa de Morgana: (XU Y)¢ = X°NY*
o (X)=X,X\Y=XnNnYF*
o X°=A\ X, w szczegdlnosci )€ = A
o A € Pow(A) jest jedynka w Pow(A)
Ale bez sensu jest oznaczenie X w oderwaniu od A
nie mozna méwié ,,zbiér elementéw x nie nalezacych do X"
skad w ogodle sie wziety!
od czegos$ trzeba zaczaé

(€ musiatby by¢ zbiorem elementéw wszystkich

Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26

Liczby, zbiory, relacje Zbiory

lloczyn kartezjanski

o Ax B={(a,b) |ac A be B}
catkiem inny zbiér niz B x A (czy na pewno?)

©

Ax () =10xA=0 nawet jesli A # () — nie ma elementu do pary

©

(Ax B) x C oraz A x (B x C) sa formalnie rézne

©

ale nie dzielimy wtosa na czworo, elementy nazwiemy tréjkami
(a,b,c) e AxBxC

©

Ax(BUC)=AxBUAXC

Ax B¢ =(Ax B)¢

ale sensowne tylko gdy ustalono, ze B C Q, B¢ = Q\ B, wéwczas
(A x B)€ jest dopetnieniem w A x Q

©
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Liczby, zbiory, relacje  Zbiory

Mniej znane konstrukcje na zbiorach

o sfowo — skonczony cigg elementéw z A
moga sie powtarzac (w zbiorze nie)
znamy kolejno$¢ tych elementéw (w zbiorze nie)

o A* — zbiér wszystkich stéw (jezyk nad A)
zawsze jest stowo puste € € A*
jesli jest chol jeden element w A, np. & € A, to istnieja ciagi
dowolnej dtugosci: hABA ... &

o {0,1}" — ciagi bitéw, wiecej w informatyce nie trzeba

o wielozbiér — liczymy krotnos¢ wystapienia elementu, ale juz nie
kolejnos¢
funkcje charakterystyczne wielozbioréw A — N
bedziemy liczy¢ na ile sposobéw mozna wybraé pie¢ owocéw majac do
dyspozycji jabtka, gruszki i banany
40 = 23 .5, 40 ma rozktad trzy dwdjki i pigtke, kolejnos¢ niewazna,
ale krotnos¢ tak
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Liczby, zbiory, relacje  Relacje

Wazne rodzaje relacji na zbiorze

o porzadek: antysymetryczna (wiec przeciwzwrotna) i przechodnia (np.
a<b)

o staby porzadek: zwrotna, stabo antysymetryczna i przechodnia (np.
a<b)

o réwnowazno$¢: zwrotna, symetryczna i przechodnia (np. a=b)
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Liczby, zbiory, relacje  Relacje

Relacje

Relacja = podzbidr iloczynu kartezjanskiego

relacja binarna: R C A x B, czesto symbol, np. =, |, <, L
zapis infiksowy, zamiast (a, b) € R czy R(a, b), piszemy a R b

szczegblne przypadki: R=0, R=Ax B

o relacja binarna na zbiorze A: RC Ax A

o mozliwe wtasnosci relacji na zbiorze

Andrzej M.

o zwrotno$é: zawsze a R a

©

©

©

©

Borzyszkowski (Instytut Informaty

symetria: jeslia R b, to bR a
przeciwzwrotnos$¢, antysymetria — zaprzeczenia

staba antysymetria: jeSlia R boraz bR a, to a= b
przechodnio$¢ (tranzytywnos¢): jeslia R boraz bR c,to aR ¢

Matematyka dyskretna

Liczby, zbiory, relacje  Relacje réwnowaznosci

Relacje réwnowaznosci

sem. zimowy 2025/26

o relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia (tranzytywna)

klasy réwnowaznosci [a] = {x e A| xR a} dlaac A

klasy réwnowaznosci sg niepuste, a € [a]g, i roztaczne:
albo [a]g = [b]g albo [a]g N [b]g = 0
o podziat na klasy réwnowaznosci A= J{[a]g |a € A}

o podziatem zbioru A jest rodzina zbioréw niepustych A taka, ze
o A=A (w szczegdlnosci A C Pow(A))
o jedli X, YeA X#Y, toXNY =10

Andrzej M.

kazdy podziat okresla relacje réwnowaznosci
mianowicie a= b o ile a, b € X dla pewnego X € A

18/37

elementy rodziny A staja sie klasami réwnowaznosci, [a]= = X gdzie
a € X, X jest jedynym zbiorem, do ktérego nalezy a

Borzyszkowski (Instytut Informaty
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Liczby, zbiory, relacje  Relacje réwnowaznosci

Relacje réwnowaznosci — abstrakcja

o dana jest funkcja f : A — Z, okre$lamy relacje

a~b < f(a)="f(b)
o jest ona zwrotna, symetryczna i przechodnia, czyli réwnowaznosé
o klasa réwnowaznosci [a]. = {b € A | f(a) = f(b)}

o dana relacja réwnowaznosci = na zbiorze A, rozwazamy zbiér klas
rownowaznosci A/= = {[a]= | a € A} oraz funkcje a — [a]=

o relacja réwnowaznosci okreslona jako réwnosé z doktadnoscia do
pewnej abstrakgji
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Liczby, zbiory, relacie = Operacje na relacjach binarnych

Operacje na relacjach binarnych

o RCAXxB-—-rzutynaAinaB
{a€¢ A|dbeB.(a,b)e R}
{beB|3dac A (a,b)e R}
o relacja moze by¢ catkowita na pierwszym i/lub drugim argumencie
o transpozycja RT = {(b,a) | (a,b) € R}, (RT)T =R
o ztozenie relacji—- RC Ax B, S C B x C, wbdwczas
SoR={(a,c) e AxC|3dbeB.aRb,bS c} (kolejnoé¢ zapisu!)
bardziej informatyczny zapis: R; S, najpierw R, potem S
@ R oS moze nie mie€ sensu, a jesli ma, to niekoniecznie jest réwne
oale To(SoR)=(ToS)oRgdzie TCCxD

o relacja identycznosci, ozn. Id albo A, jest elementem neutralnym
sktadania, Idgo R = Roidsy = R
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Liczby, zbiory, relacje  Relacje réwnowaznosci

Abstrakcja — przyktady

o dwa ciagi s3 rownowazne jesli zawieraja te same elementy

o ...albo jesli zawieraja te same elementy liczac wielokrotne
wystagpienia

o dwa pliki s3 réwnowazne, jesli majg te sama nazwe, dtugos¢ i date

o dwa programy sa réwnowazne, jesli tak samo dziataja

o dwie fotografie s3 rownowazne, jesli tak samo wygladaja

o dana jest funkcja f : A — Z,

elementy Z nazwiemy kolorami, funkcje f kolorowaniem, a ~ b jesli
sg tego samego koloru

A=U,cz{a€ A|f(a) =z}, zbiér A jest podzielony na
pokolorowane czesci

(szczegdt techniczny: jaki$ kolor moze nie wystepowaé wcale)
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Liczby, zbiory, relacje = Operacje na relacjach binarnych

Domkniecia relacji (binarnych) na zbiorze

niech R bedzie dowolna relacja na zbiorze A, RC Ax A
Ap={(a,a) | a€ A} jest zwrotna, a wiec R U A4 tez jest zwrotna
RURT jest symetryczna, zawiera R i jest najmniejsza taka
jeSliaRbibRc, toaRoR c, wszczegdlnosci (a,c) € RU(RoR)
domkniecie przechodnie: Rt = [J2; R', gdzie R' = R, R = Ro R'
jesliaRT bibR™ ctordwniezaRc

najmniejsza relacja przechodnia zawierajaca R

© 06 06 o o

o domkniecie zwrotne i przechodnie:
R* = U2, R, gdzie RO = A, R*! =RoR’" czyli R* = AUR"
o jedli R jest symetryczna, to R™ i R* tez s3 symetryczne
w szczegoblnosci kazda relacje R mozna domkna¢ do réwnowaznosci
(RURT)*

o ale RURT nie musi by¢ przechodnia nawet jedli R jest
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Liczby, zbiory, relacje  Relacje niebinarne

Relacje niebinarne

©

podzbidr jakiegos iloczynu kartezjanskiego

o Imie — zbidr imion, Nazwisko — zbiér nazwisk, Pesel — zbidr
prawidtowych numeréw pesel, DataUr — zbiér sensownych dat, Adres
— zbiér napiséw, ktére mozemy uznac za adresy

o Imie x Nazwisko x Pesel x DataUr x Adres jest zbiorem potencjalnie
sensownych danych osobowych

(]

Student C Imie x Nazwisko x Pesel x DataUr x Adres jest zbiorem
konkretnych danych osobowych

©

Imie x Nazwisko x Pesel x DataUr x Adres jest schematem relacji,
Student jest relacja
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Liczby, zbiory, relacje  Relacje niebinarne

Operacje na relacjach niebinarnych

o R CTI_yA; — rzuty na skfadowe A;
{aj GAj |38,’ GA,’,/ZO,].,...,I‘I. (ao,al,...,a,,) € R}
o ztaczenie (naturalne) relacji: RC Ax B, SC B x C gdzie A, Bi C
sq zestawami atrybutéw
wowczas R<t S = {(a,b,c) |aR b,bS c}
schemat ztaczenia ma atrybuty ze wszystkich trzech zestawéw
o DaneOs C Imie x Nazwisko x Pesel zawiera dane osobowe
DaneAdr C Pesel x Adres x Telefon — dane teleadresowe
wspolnym atrybutem jest Pesel,
ztaczenie zawiera kompletne dane o osobach

o problem: co mysle¢ o danych osobowych bez danych teleadresowych?
i na odwrét?
a jak umiesci¢ dane studenta, ktérego adres jest znany, ale telefon nie?
a czy mozemy sobie pozwoli¢ na nieznajomos$¢ peselu?
Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty
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Liczby, zbiory, relacje  Relacje niebinarne

lloczyn kartezjanski uogdélniony

o Atrybut = {Imie, Nazwisko, Pesel, DataUr, Adres}

o MAtrybut = {s | s(Imie) € Imie, s(Nazwisko) € Nazwisko, ...}

o Student C lMAtrybut jest zbiorem pewnych zestawéw (krotek),
ktérych atrybuty maja sensowne wartosci

b Student.ods — LibreOffice Calc
Plik Edycja Widok Wstaw Format Style Arkusz Dane Narzedzia Okno Pomoc

A B | c | D E
Imie Nazwisko Pesel DataUr Adres
Gerard Bazior 05251394633 13.05.2005: 87-109 Kwidzyn Odrowskiego 3
Jan Chodkiewicz 05231854733 18.03.2005 81-737 Gdynia Chwarznienska 33/5

Agnieszka Kolak 04230184784 1.03.2004§ 81-234 Kielno 4

Bernard Lukowski 05222829631 28.02.2005§ 81-620 Gdynia Gérnicza 29
Wojciech Miszke 06282009477 20.08.2006: 81-831 Sopot Mazowiecka 73/44
Marzena Songin 04311284947 12.11.2004§ 80-619 Gdansk Focha 39-41 m.66
Marcin Zaorski 04222938230 29.02.2004 89-534 Dziewie¢ Wiok

Iccxlmmhmm_.

o niewazna jest kolejnos¢ atrybutéw, wiadomo ktéry jest ktoéry
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Funkcje, grafy, drzewa, stowa

Funkcje, grafy, drzewa, stowa
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Funkcje, grafy, drzewa, stowa Funkcje

Funkcje, zalezno$¢ funkcyjna

R C A x B — niektére pary (a, b), zapis a R b

a nalezy do dziedziny R, b nalezy do obrazu R

dziedzina funkcji R: {a€ A|3be B.aR b}

obraz (przeciwdziedzina): {b€ B |Jac A.aR b}

relacja R jest funkcja czesciowa, jesli (a, b),(a, b') € R implikuje, ze
b = b" (funkcyjno$¢ = jednoznacznosé)

zapis dla funkgji czesciowej R : A— B, b = R(a)

ale dopuszczamy, ze R(a) jest nieokreslone

inne stowa: R — relacja jednoznaczna,
wartosci z B s3 determinowane przez wartosci z A
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Funkcje, grafy, drzewa, stowa Grafy i drzewa
Grafy skierowane (directed graphs)
o graf skierowany: wierzchotki V' i krawedzie E C V x V
o czyli relacja (binarna), ale myslimy o niej, ze s3 to strzatki od
wierzchotka do wierzchotka
o droga (Sciezka): vo E vi E ... vk_1 E vg
petelka: v E v, przeciwzwrotno$¢ — brak petelek
cykl: dtuzsza droga, ktérej poczatek i koniec s3 tym samym
wierzchotkiem
o domkniecie tranzytywne relacji E:
v ET w o ile istnieje jaka$ éciezka od v do w
o moga by¢ wagi/etykiety wierzchotkéw: ¢: V — L
o moga by¢ wagi/etykiety krawedzi: £: E — Llub E: V x V — N
grafika: google+,directed graphs”
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Funkcje, grafy, drzewa, stowa Funkcje

Funkcje czesSciowe

Funkcja czeSciowa R : A — B jest

(*]

Andrzej M.

catkowita, jesli rzut na A jest réwny A

czyliVae A.3be B. b= R(a) (wiemy juz, ze jest jedno b)
zapis R : A — B (po prostu strzatka)

»na", jesli rzut na B jest réwny B
czyliVbe B.Ja€ A b= R(a)

réznowartosciowa, jesli (a, b), (a', b) € R implikuje, ze a = &’

(niekoniecznie jedno a)

bijekcja, jesli jest catkowita, réznowartosciowa i ,,na’

bijekcja R : A — B odwzorowuje elementy wzajemnie jednoznacznie
wszystkie a € A maja do pary b € B i na odwrét
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Funkcje, grafy, drzewa, stowa  Grafy i drzewa

Grafy nieskierowane (undirected graphs)

Qo

Qo

Qo

wierzchotki V' i krawedzie E

nie zwracamy uwagi na kierunek krawedzi, czyli s to dwuelementowe
podzbiory V — konce krawedzi

relacja sasiedztwa v E w: {v,w} € E, jest symetryczna
stopien wierzchotka — liczba jego sasiadéw

Sciezka i cykl definiowane s3 analogicznie

zadamy, by liczba wierzchotkéw cyklu > 3 i nie byto powtérzen
jesli sa dwie roztaczne $ciezki od v do w, to lezg one na cyklu
graf spéjny — kazde dwa wierzchotki taczy Sciezka

dla grafu skierowanego mozna nie zwraca¢ uwagi na kierunek
strzatek, wéwczas powstanie graf nieskierowany

podgraf — zawiera niektére wierzchotki i niektére krawedzie

grafika: google+,,undirected graphs”

Andrzej M.
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Funkcje, grafy, drzewa, stowa Grafy i drzewa

Drzewa (trees, tree graphs)

o drzewo — graf (nieskierowany) spdjny i acykliczny
o graf skierowany spdjny i acykliczny nie musi by¢ drzewem
moze istnie¢ cykl, w ktérym kierunki krawedzi zmieniaj3 sie
DAG - directed acyclic graph — wazna klasa graféw
o drzewo ukorzenione (rooted tree) — wyrdzniono w nim jeden
wierzchotek
o istnieje doktadnie jedna $ciezka od wierzchotka do korzenia
(Sciezka pusta dla korzenia)
o poziomy, korzen: 0, jeden krok od korzenia: 1 itd
o zazwyczaj rysujemy od korzenia na gorze i kroki w dét
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Funkcje, grafy, drzewa, stowa Stowa

Stowa

o Dany zbiér A — alfabet, a, b, ... € A — litery

o ,stowo” — skonczony cigg elementéw z A, v = a3 ... a
moga sie powtarzad, ustalona kolejnos¢ elementéw
|v| = k — dtugo$¢ stowa, |¢| =0

o A* — zbiér wszystkich stéw (jezyk nad A)
A" — zbidr stéw dtugosci n, A* = ;2o A"

o konkatenacja (sklejanie) (v, w) — vw
v jest przedrostkiem (prefiksem) w, jesli Ju. vu = w
v jest przyrostkiem (sufiksem) w, jesli Ju. uv = w

O ev=ve=v

@ na ogdt nieprzemienne, np. baba abba # abba baba ale np.
010101 01 = 01 010101
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Funkcje, grafy, drzewa, stowa Grafy i drzewa

Drzewa ukorzenione

Andrzej M.

relacja ojciec—syn, korzen nie ma ojca, lis¢: jesli brak syna
drzewa uporzadkowane — synowie kazdego wierzchotka maja kolejnos¢

drzewo binarne — troche inna konstrukcja, kazdy wierzchotek ma
niezaleznie lewego i prawego syna (jeden z nich moze istnie¢ gdy
drugiego brak)

drzewo petne — jest ustalona liczba potomkéw, np. 2,

do pewnego poziomu ma wszystkich potomkow, na najnizszym
poziomie tylko liscie

szersza definicja: mozna dopuszczaé, ze liscie s3 na dwu kolejnych
poziomach
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Funkcje, grafy, drzewa, stowa Stowa

Stowa, porzadek leksykograficzny

Qo

Andrzej M.

porzadek na A okresla porzadek leksykograficzny na A*

v < w jesli v wiv jest prefiksem w lub istnieje indeks k taki, ze
vi=wjdlai=1,...k, vgi1 < Wiy

porzadek leksykograficzny jest dobry dla encyklopedii/stownika itp.
powdd: w praktyce istnieje ograniczenie dtugosci stéw

jesli 0 € A jest najmniejszym elementem w A, to A* zawiera po kolei
e,0,00, 000, 0000,...,07 ...

nieskonczenie wiele stéw jest wczesniejszych niz 1

porzadek kanoniczny: porzadek leksykograficzny dotyczy fragmentéw
A", ale jedli |v| < |w| to v < w

{0,1}* = ¢,0,1,00,01, 10,11, 000, 001,010,011, 100,101,110, 111...
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Stowa a drzewa

o stowa w {L, P}* okreslaja wierzchotki drzewa binarnego
€ — start = korzen, L — lewy syn, P — prawy syn

o LL — dwa razy w lewo, LP — w lewo, potem w prawo, itd.
e {0,1}" =¢,0,1,00,01,10,11,000,001, 010,011, 100,101,110, 111 ...

o jedynka na przedzie zapisu w interpretacji binarnej oznacza 2P°“°™

1,10,11,100,101,110,111, 1000, 1001,1010,1011,1100,1101,1110, 1111 . ..

sg to kolejne liczby naturalne w zapisie binarnym
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