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Zasady zliczania ~ Sumy

Zasady zliczania — sumy

o jesli AnB= g to|Au B|=|Al+|B|
dw.: jedli |A| = n, |B| = m, to bijekcje f : n — A przedtuzamy
wzorem f(i) = g(i — n) gdzie g: m — B
o jesli zbiory A1, ..., A, sa parami roztaczne, to || J7_; Ail = £, |A/|
o |AuB|=|A+|Bl—|An B|
dw.: |A] = |A\B| + |A n B|, podobnie dla B,
|Au B| = |A\B| + |B\A| + |An B|
elementy z przekroju liczone s3 podwdjnie

o dla trzech zbioréw |A U Bu C| =
Al + |B|+|C|—|[AnB|—|BnC|—|AnC|+|AnBnC|
o czyli odejmujemy elementy liczone podwdjnie,
ale elementy liczone potrdjnie zostaty trzy razy odliczone,
wiec trzeba dodad te elementy
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Zasady zliczania

Lasady zliczania
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Zasady zliczania ~ Zasada wtaczania i wytaczania

Zasada wtaczania i wyfaczania

o |UL1 Al = Zucq,npure CDPIT N Al

o dw.: dla n =1 jest tylko jeden zbiér i oczywista réwnos¢ |A;| = |A1]

dla n = 2 sprawdzilismy wczesdniej

krok indukcyjny: dodajemy zbiér A,1 do rodziny {A1,...,An}
|UJ"7:1 Aj v Apia| =

Uiy Al + 1Al = [(UjZ1 A) 0 Angal =

e, mutg (1P MNies Ail + Ans1]

— Y cptmpare (COPTH ey Ao Ana| =

Sict, oripieg CDIT N Al

o zbiory indekséw J < {1,...,n+1}, J £ J albo zawieraja n+1

i wéwczas odnoszg sie do przekrojéw z A,41 albo nie zawieraja

i wéwczas odnoszg sie do | JI_; A;
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Zasady zliczania Zasada wiaczania i wytaczania

Przyktad liczbowy

o studenci zapisali sie na zajecia sportowe:

o 30 na koszykéwke, 20 na tenisa, a 10 na ptywanie

o 15 studentéw zapisato sie na koszykdéwke i tenisa

7 na koszykdéwke i ptywanie

o a b na tenisa i ptywanie

o 3 studentdédw zapisato sie na wszystkie zajecia sportowe

©

o pytanie: o ilu studentach jest mowa?
o odpowiedz: 30+20+10-15-7-5+3=36 studentéw
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Zasady zliczania ~ Zasada wtaczania i wytaczania

Przyktad liczbowy inny

o hasto powinno sktadac sie z 8 znakéw alfanumerycznych i mie¢ co
najmniej jedna litere duza, mata i cyfre
o nieprawidfowe hasta to ciagi bez cyfr — 528, bez matych liter —
368, tyle samo bez duzych
o trzeba odliczy¢ podwdjne przekroje (potrdjny jest pusty)
o liczba haset to 628 — (528 + 362 + 368 — 268 — 268 — 108 4 09)
o czyli 159655911 367680 zamiast 218 340105 584896

o zadanie konkretnej postaci haset zmniejsza liczbe mozliwych haset
0 27%.

o ale zwalcza pokuse stosowania haset z matego stownika, duzo
mniejszego niz 159655911 367680.
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Zasady zliczania Zasada wiaczania i wytaczania

Przyktad liczbowy, rysunek

ptywanie
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Zasady zliczania  lloczyny

Zasady zliczania — iloczyny

o jedli Ai B sa zbiorami skoriczonymi, to |A x B| = |A| - | B|

o dw.: niech |A|=n, |B|=m, istnieja bijekcje n — A, m — B znajdujemy
bijekcje n x m — n-m
parze liczb (i,j), i < n, j < m przypisujemy i -m+j <n-m

o tablice o dwdch indeksach umieszczamy w pamieci komputera:
element (7, ) umieszczamy w miejscu i - m + j + adres poczatku

o w tej wersji konieczna jest znajomos$¢ rozmiaru wzgledem j liczba i
moze pozostac nieokreslona i tablica moze rosnaé

o przyktad deklaracji w jez. C
float tablica [][3]

nie jest okreslony jeden z rozmiaréw tablicy, ale musi by¢ okreslony
drugi
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Zasady zliczania lloczyny

lloczyny zbioréw nieskonczonych

o jesli cho¢ jeden ze zbioréw A i B jest nieskonczony i oba s3 niepuste,
to ich iloczyn kartezjanski tez jest taki

o wzér f(i,j) =i-m++j, j < m jest dobry dla wszystkich i czyli okresla
bijekcje N x m — N

o f okreélona wzorem f(i,j) =i+ 5 - (i+j)- (i +j+ 1) jest bijekcja
f:NxN-—>N

o jednak jezyk C nie dopuszcza deklaracji tablicy dwuwymiarowej bez
okreslonych wymiaréw
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Zasady zliczania  Ciagi i funkcje

Zasady zliczania — ciagi i funkcje

o dany zbiér A
o ciagi dtugosci 1 to elementy zbioru A, czyli A = A

o ciagi dtugosci dwa to elementy iloczynu kartezjanskiego
(al,a2) e Ax A, A’ = A x A wiec |A?| = |A|]?

o definiujemy A" = A" x A, wéwczas |A"TL| = |A]"HE

o niech B = {by,..., by}
o funkcja f : B — A okresla ciag w A dtugosci k: (f(b1),...,f(bk))

@ na odwrdt, cigg elementéw z A dtugosci k okresla funkcje f : B — A
wzorem f(b;) = a;

o wniosek: |B — A| = |A||B|
o uwaga: czasem zbiér funkcji B — A zapisuje sie jako AP
o ciagi dtugosci zero to funkcja & : & — A, A% = {()}, |A%| = 1.
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Zasady zliczania lloczyny

Paradoks Hilberta

o hotel ma nieskonczonie wiele pokojow, wszystkie sa zajete

o przybywa dodatkowy gos¢, co robi¢?
odp. (i) = i + 1 okre$la sposéb przesuniecia dotychczasowych gosci
i zwolnienia pokoju nr 0

o przybywa nieskonczenie wiele nowych gosci, co teraz?
f(i) = 2-i daje sposéb zwolnienia nieparzystych pokojéw

o przybywa nieskonczenie wiele autokaréw, kazdy z nieskonczong liczba
gosci, jak ich rozmiesci¢?
bijekcja f : N x N — N wskaze numer pokoju f(/,j) dla goscia
z autokaru numer i zajmujacego miejsce numer j (obecni goscie
hotelowi s3 traktowani jak autokar zerowy)

o do portu wptywa nieskonczenie wiele proméw, kazdy ma
nieskonczenie wiele autokaréw z nieskonczong liczbg gosci itd. itp.
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Zasady zliczania  Ciagi i funkcje

lloczyn kartezjanski uogélniony

o dana rodzina zbioréw {A;},,
iloczyn kartezjanski (ozn. X ., A; albo Mg A;)
to zbiér funkcji f takich, ze f(i) e A; dlaie/
czyli zbioréw par f = {(i,a;) | i€ l,a; € A}
o Atrybut = {Imie, Nazwisko, Pesel, DataUr, Adres}
o NAtrybut = {s | s(Imie) € Imie, s(Nazwisko) € Nazwisko, ...}
o Student < MAtrybut jest zbiorem pewnych zestawdw (krotek),
ktorych atrybuty maja sensowne wartosci

b Student.ods — LibreOffice Calc
Plik Edycja Widok Wstaw Format Style Arkusz Dane Narzedzia Okno Pomoc

A B | c | D E
1 Imie Nazwisko Pesel DataUr | Adres
2 Gerard Bazior 05251394633 13.05.2005 87-109 Kwidzyn Odrowskiego 3
3 Jan Chodkiewicz 05231854733 18.03.2005§ 81-737 Gdynia Chwarznienska 33/5
4 Agnieszka Kotak 04230184784 1.03.2004 81-234 Kielno 4
5 Bernard Lukowski 05222829631 28.02.2005§ 81-620 Gdynia Gérnicza 29
6 Wojciech Miszke 06282009477 20.08.2006: 81-831 Sopot Mazowiecka 73/44
7 Marzena Songin 04311284947 12.11.2004; 80-619 Gdansk Focha 39-41 m.66
s Marcin Zaorski 04222938230 29.02.2004 89-534 Dziewiec¢ Wiok
— 1 !
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Zasady zliczania Ciagi i funkcje

lloczyn kartezjanski uogélniony

o |Mie Ai| = Nigy |Ai] — moc iloczynu kartezjanskiego jest iloczynem
mocy zbioréw
o tablica rejestracyjna ma dwie litery (z 26) i pie¢ cyfr,
ile istnieje réznych tablic rejestracyjnych 7
o 26-26-10° = 67600000
o a trzy litery i cztery cyfry ?
o 26%-10* = 175760000
o a dwie litery, cztery cyfry i na koncu litera ?
o réwniez 26% - 10* = 175 760000
o zatézmy |Imie| = 10*, |Nazwisko| = 107, |Pesel| = 100 - 365 - 10%,
|DataUr| = 100 - 365, |Adres| = 108
o wéwczas |MAtrybut| = 1,33225 - 1032 ~ 2100
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Zasady zliczania Zbiory potegowe

Funkcje charakterystyczne

o dw. 2: budujemy bijekcje pomiedzy P(A) a A — 2
o kazdy podzbiér B € P(A) definiuje funkcje xg : A — 2 wzorem
x(x) = { 0 x¢B
1 xeB
o kazda funkcja f : A — 2 okresla podzbidr supp(f) € P(A) wzorem
supp(f) = {x e A | f(x)=1} (nosnik funkcji)
o te definicje okreélaja bijekcje, stad |P(A)| = |A — 2| = 2/l

o jesli elementy z A ponumerujemy, to funkcja A — 2 jest ciggiem zer
i jedynek dtugosci |A| (mapa bitowa)

@ np. zamiast {2,3,7} < {1,...,8} mozna pisa¢ 01100010
&S to 00000000, ciag samych jedynek to caty zbidr {1,...,8}
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Zasady zliczania Zbiory potegowe

Zasady zliczania — zbiory potegowe

o liczba podzbioréw zbioru n-elementowego A wynosi 2"
o dw. 1: indukcja wzgledem liczby elementéw:
o zbiér pusty ma 2° = 1 podzbiér - P(&) = {&}, |P(D)]| =1
o jesli do zbioru dodamy nowy element x, to liczba jego
podzbioréw podwoi sie —
kazdy podzbiér B € P(A) okresla dwa podzbiory
BeP(Au {x}) oraz Bu {x} e P(AuU {x})
o czyli [P(AuU {x})| =2-|P(A)] = 2 2A = 2lAI+1
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Zasady zliczania  Permutacje, ciagi bez powtérzen

Zasady zliczania — ciagi bez powtoérzen

o niech |A| = n, liczba ciagéw dtugoici k to n*
k krotnie wybieramy element z A, elementy te moga sie powtarzaé
o w ciggu bez powtdrzen elementy nie moga sie powtarzaé
pierwszy mozna wybra¢ na n sposobdéw
drugi juz tylko na n — 1 sposobdw
jesli k > n to nie da sie wybra¢ n + 1 nowego elementu
o jesli k < n to liczba ciggdéw elementéw z A bez powtdrzen wynosi
n-(n—=1)-...-(n—k+1)
o ciag bez powtdrzen dtugosci n jest bijekcja n — A
liczba tych bijekcji to n- (n—1)-...-1 = n! (silnia)

n.(n—l)-...-(n—k+1)=m
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Zasady zliczania Permutacje, ciagi bez powtérzen

Permutacje
o permutacja w zbiorze A = {ai,...,ap} — bijekcja zbioru A w siebie
T:A—> A
o okre$la ona ciag elementéw z A : (w(a1),...,7(an))

jest to cigg bez powtdrzen
na odwrét, kazdy ciag bez powtérzen (b, . ..
permutacje w(a;) = b;

, bp) definiuje

. . . . dl ... dp
o permutacje moze zapisac tablica ( >
by ... by
o funkcja id(a;) = a; dla i =1,...,n jest tez permutacja

permutacje mozna sktada¢ (o o m)(a) = o(m(a))
dla kazdej permutacji istnieje odwrotna m—1(b;) = a; gdzie
71'(8,') = b, i = 1,...,n

o zbiér permutacji stanowi grupe
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Zasady zliczania  Permutacje, ciagi bez powtérzen

Permutacje c.d.

o liczba permutacji jest b. duza (wzér Strilinga)

nl ~2mn- (E>n
e

o permutacja zbioru A rozktada sie na roztaczne cykle
acA a—n(a)—n%(a)—...>7la)=a
kazdy z elementéw 7(a) ma wiasnoéé¢ m(n'(a)) = n'(a)
jesli a’ € A nie wystepuje na powyzszej liscie, to ma swéj wiasny cykl,
roztaczny z powyzszym, by¢é moze innej dtugosci
kazdy element nalezy do jakiego$ cyklu dtugosci > 1

T~ 3.14, e~ 2.71

o np.

(13332%)-0nmms0

pojedyncza permutacje zapisuje sie w ten sposéb wygodniej, ztozenie
wielu liczy sie w sposéb mniej oczywisty
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Zasady zliczania Permutacje, ciagi bez powtérzen

Permutacje, przyktad

U_(o12345) 7T_(012345>
“ 34105 2 “\4 15230
, (0123 45 ., (012345
g 3250 1 4 T T\s5 13402
012 3 45 0123 45
T°o=12 31 4 0 5 7°T=\5 4 2 1 0 3
012 3 45 012345

1_ -1 _
(moo) (420135) (o om) _(432510>

1 1

o zachodzi réwnoéé (com) ™t =ntoo™
dw.: jedli (t~too1)(a) = b, to 71 (c71(a)) = b
czyli 071(a) = w(b) i dalej a = o(7w(b)) = (0 o 7)(b), stad
(com)~t(a)=b
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Zasady zliczania Zliczanie na dwa sposoby

Zliczanie na dwa sposoby

o jesli elementy zbioru dadza sie policzy¢ na dwa sposoby, to wynik
musi by identyczny
o przyktad: uczestnicy przyjecia witaja sie ze soba (niekoniecznie
wszyscy), tych, ktérzy przywitali sie z nieparzysta liczba uczestnikéw
jest parzysta liczba
o dw.: tworzymy graf — uczestnicy sg wierzchotkami, przywitania
krawedziami, liczymy liczbe krawedzi:
Y, witaj(u) jest podwojong liczba krawedzi (kazda krawedz
liczymy dwa razy)
parzysta suma musi mie¢ parzysta liczbe nieparzystych
sktadnikéw
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Zasady zliczania  Zliczanie na dwa sposoby

Wielokrotne zliczanie tego samego elementu

o zatdézmy, ze p : X — Y ma te wiasnos¢, ze wszystkie przeciwobrazy
e (y) ={xe X | p(x) =y}, y € Y maja tyle samo ¢ elementdw,

wéwczas | Y| = —

14
° dw.:quer{xeX|<,p(x):y} |X| =1Y]|-¢

Juz z tego korzystalismy:

o ciagi bez powtérzen: X = zbiér permutacji zbioru A,
Y = zbidr ciggébw bez powtdrzen dtugosci k,
@ = obciecie permutacji A do pierwszych k elementéw
kazdy ciag liczony byt (n — k)! razy permutujac pozostate elementy
n!

(n—k)!

liczba ciggdw bez powtérzen:
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