Matematyka dyskretna J

Andrzej M. Borzyszkowski

Instytut Informatyki
Uniwersytet Gdanski

sem. zimowy 2025/26

inf.ug.edu.pl/~amb/MaD

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26 1/20

Grafy  Grafy nieskierowane

Grafy nieskierowane

o def.: graf = zbiér wierzchotkéw V' potaczonych krawedziami
EcPyV)
taka definicja wyklucza

©

o podwdjne krawedzie

o petelki wokét wierzchotkéw

o odréznienie krawedzi w jedng i przeciwng strone
wierzchotki moga mieé etykiety
krawedzie moga miel etykiety (kolory) lub wagi

zbiér krawedzi moze by¢ pusty

© © o o

bedziemy zaktada¢, ze zbiér wierzchotkéw jest niepusty

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26 3/20

Grafy

Teoria grafow
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Grafy  Grafy nieskierowane

Kilka definicji

o jesli {v,w} € E to v i w s3 sasiednie, zapis v E w
o stopien wierzchotka d(v) = liczba sasiadéw
o tw.: X{d(v) |[ve V}=2.|E|

dw. kazda krawedz jest liczona podwdjnie

A(G) oznacza najwiekszy stopiefn wierzchotkéw grafu

Sciezka (prosta): v E vs... E v,, wszystkie wierzchotki rézne
cykl: dodatkowo v, E v;

graf spéjny: kazde dwa wierzchotki mozna potaczy¢ Sciezka

graf acykliczny: w grafie nie ma zadnych cykli

© 06 06 006 o o

izomorfizm graféw G i H: bijekcja f : V(G) — V(H) zachowujaca
krawedzie, tzn {v,w} € E(G) w.t.w. {f(v),f(w)} € E(H)
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Grafy  Grafy nieskierowane

Wazne przyktady

o klika Ky: |V| = n, E = P,(V), tzn kazdy wierzchotek jest potaczony
z kazdym
o graf pusty: E = (J
o linia Lp: V ={vi,vo,...,vn}, E = {{vl,v2},... {vo_1,va}}
o cykl Cp: krawedzie j.w. i dodatkowo {v,,vi} € E
o graf dwudzielny: V = Vj u Vb, Vi n Vo = F, sasiednie wierzchotki
naleza zawsze do réznych klas
o zadania przydzielane agentom
o komunikaty przydzielane kanatom
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Grafy  Spdjnos¢ i acyklicznosé

Spéjnosc

o graf jest spdjny, jesli kazde dwa wierzchotki mozna potaczyé Sciezka
o sktadowa spéjnosci: maksymalny podgraf spojny
o lepsze wtasnosci spojnosci:
o dwa wierzchotki mozna pofaczyé Sciezka nawet po usunieciu k—1
krawedzi
o graf bedzie spdjny nawet po usunieciu k—1 krawedzi
o graf bedzie spdjny nawet po usunieciu k wierzchotkéw
o jesli jest mato krawedzi, to trudniej o spdjnosé
Tw.: Liczba sktadowych spéjnosci grafu G jest co najmnigj
[V(G)| - |E(G)]
dw.: graf pusty ma |V/(G)| sktadowych.
w niepustym grafie usuwamy krawedz, liczymy sktadowe, po dodaniu
tej krawedzi, by¢ moze dwie sktadowe sie potacza
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Grafy  Kolorowanie wierzchotkéw

Kolorowanie wierzchotkow

o Kolorowaniem jest funkcja f : V(G) — K taka, ze konce krawedzi

maja rézne kolory {v,w} € E(G) = f(v) # f(w)

o liczba chromatyczna grafu x(G): najmniejsza moc zbioru koloréw

dopuszczajacego kolorowanie

o x(G) =1 jedynie dla grafu pustego
o x(G) = 2 w.t.w. graf jest dwudzielny

o tw.: jesli graf G da sie narysowal na pfaszczyznie, to x(G) < 4

(trudny problem dtugo nierozwiagzany)

o tw.: x(G) <A(G) +1

dw.: usuwamy wierzchotek, z zat. indukcyjnego istnieje kolorowanie,
dodatkowy wierzchotek ma najwyzej A(G) sasiadéw wiec istnieje
dostepny dla niego kolor

o x(K,) =n
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Grafy  Spdjnos¢ i acyklicznosé
Cykle

o cyklem (prostym) jest éciezka (prosta) o tym samym koncu co
poczatku

o Tw.: graf jest 2-kolorowalny w.t.w. nie ma cykli nieparzystej dtugosci
dw.: jesli cykl ma nieparzysta liczbe krawedzi, to juz wierzchotkéw
cyklu nie da sie kolorowaé¢ dwoma kolorami.

Na odwrét: dla kazdej ze sktadowych wybieramy wierzchotek vy w tej
skfadowej i dzielimy wierzchotki na dwa podzbiory

{veV |odl(v,w) parzysta} oraz {ve V | odl(v,vy) nieparzysta}.
Jesli nie ma cyklu nieparzystej dtugosci to nie bedzie istniata krawedz
wewnatrz ktéregokolwiek z tych podzbioréw, czyli jest to
2-kolorowanie
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Grafy  Sciezki Eulera i Hamiltona

Sciezki i cykle Eulera

o Sciezka Eulera w grafie przechodzi przez kazda krawedz doktadnie raz

o cykl Eulera j.w.

o Tw.: grafie istnieje cykl Eulera w.t.w. kazdy jego wierzchotek ma
parzysty stopien.
Istnieje Sciezka Eulera w.t.w. by¢ moze dwa wierzchotki maja
nieparzysty stopien (wéwczas nie ma cyklu Eulera, a $ciezka musi
mie¢ te dwa wierzchotki jako konce).
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Grafy Drzewa

Drzewa

o drzewo = graf spéjny i acykliczny
o graf acykliczny jest suma drzew (sktadowe spdjnosci), nazwa: las

o lis¢: wierzchotek stopnia 1 (albo 0 jesli jest to jedyny wierzchotek
drzewa)

o wiasnosci drzew

spojny podgraf tez jest drzewem

o kazde dwa wierzchotki s3 potaczone jedna Sciezka

dodanie nowej krawedzi generuje cykl (i graf nie bedzie juz

drzewem)

usuniecie krawedzi rozspéjnia graf (i j.w.)

jesli istnieja dwa wierzchoftki, to istnieja dwa liscie

V(G)| - |E(G) = 1

©
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Grafy  Sciezki Eulera i Hamiltona

Sciezki i cykle Hamiltona
problem komiwojazera

©

Andrzej M.

Sciezka Hamiltona w grafie odwiedza kazdy wierzchotek jeden raz
cykl Hamiltona j.w.

istnienie $ciezek i cykli Hamiltona jest w praktyce znacznie
wazniejszym problemem niz éciezek Eulera

i nie ma zadnych prostych warunkéw gwarantujacych istnienie takich
Sciezek/ cykli

problem komiwojazera: krawedzie w grafie maja wagi (odlegtosci
wierzchotkéw) — zadanie znalez¢ cykl Hamiltona z najmniejsza suma
wag krawedzi
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Grafy = Drzewa

Drzewa rozpinajace

Andrzej M.

Def: drzewo rozpinajace graf jest to podgraf o tym samym zbiorze
wierzchotkéw.

Tw.: kazdy graf spéjny zawiera drzewo rozpinajace

dw.: usuwamy krawedzie jesli s one czescia cyklu, spéjnos¢ grafu
zostaje wéwczas zachowana

albo inaczej: dodajemy krawedzie pilnujac by nie powstat cykl, na
koncu musi by¢ osiggnieta spéjnosc

Problem: dany graf z wagami krawedzi, znalez¢ drzewo rozpinajace
o minimalnym koszcie (suma wag)

Tw.: minimalne drzewo rozpinajace znajduje algorytm:

poczatek: pusty graf

porzadkujemy krawedzie wg wag

dodajemy krawedZ o najmniejszej wadze, ktéra nie generuje cyklu
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Grafy  Twierdzenie Halla

Twierdzenie Halla
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Grafy Twierdzenie Halla

Twierdzenie Halla o reprezentantach

o dana rodzina zbiorow M, € M, k=1,... ¢
zadanie: wybra¢ réznych reprezentantéw my € M, dla wszystkich
zbioréw

o interpretacja bardziej ludzka: kazda kobieta k, k =1,...,¢ ma

okreslony zbiér kandydatéw na meza Mj
czy moga wszystkie jednoczesnie wybraé mezéw 7
o tw. Halla: warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest by dla
kazdego J < {1,..., ¢} zachodzit warunek |J| < | U Mi;|
jed
o dw.: zbidr indekséw J jest krytyczny, jesli |J]| = | U M;|,
jed

13/20

od najmniejszych takich zbioréw trzeba zaczaé wybdr reprezentantéw
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Grafy  Twierdzenie Halla

Sztuczka karciana

Andrzej M.

talia kart skfada sie z 13 kart {2,3,...,10, W, D, K, A} w kolorach
{#, 0, O, &}, razem 52 karty

sztuczka karciana: pie¢ oséb wybiera po jednej karcie, asystent
pokazuje mistrzowi cztery, ten odgaduje piata

dane dwa zbiory: ciagi 4-elementowe, zbiory 5-elementowe

ciag pasuje do zbioru jesli sie w nim zawiera

kazdemu zbiorowi 5 kart odpowiada 5-4 -3 -2 = 120 ciggéw 4 kart
> 52 -4

tw. Halla zagwarantuje, ze istnieje funkcja réznowartosciowa
przypisujaca zbiorom ciagi — pokazywane przez asystenta

kazdy pokazany ciag wyznaczy piata karte
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Grafy  Grafy dwudzielne

Grafy dwudzielne

Andrzej M.

graf dwudzielny: wierzchotki mozna podzieli¢ na dwa roztaczne
podzbiory V = Vj u V5, tak, ze krawedzie s3 pomiedzy réznymi
zbiorami E < {{v1, w2} | vi€ V;}

rodzina zbioréw My € M, k = 1,... ¢ definiuje graf: V4 = {1,... ¢},
Vo = Ui:l M,

krawedz faczy j z m gdy me M;,

zbiér M; staje sie zbiorem sasiadéw j

skojarzenie: wybér krawedzi tak, by zaden wierzchotek nie miat dwdch
krawedzi

tw. Halla w jez. graféw dwudzielnych: istnieje skojarzenie i obejmie
wszystkie wierzchotki Vi wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy podzbidr
Vo © V1 ma co najmniej | Vp| sasiadéw w V;
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Grafy  Grafy dwudzielne

Twierdzenie Halla — przyktfad

Rodzina zbioréw to graf dwudzielny:
1 a My ={a,b,c}, My ={a,c}, M3 ={a, b, c},
My = {c,d, e}, Ms = {d, e}. Zatozenie tw. Halla
sg spetnione. Krytyczny jest caty zbiér indekséw:
M1 My u M3z U Mg U Ms| =5 oraz {1,2,3}:
3 c My U My U Ms| = 3.

Wybér reprezentantéw trzeba zaczaé od jednego

4 d z pierwszych indekséw, np. my = ae€ My. Po
usunieciu wierzchotkéw 1 i m; krytyczny staje sie
5 © zbiér {2}: |[Mp\ {m1}| = 1, obowiazkowy jest
wybér my = c. Wéwcezas [M3\ {my, mp} | =1
oraz |Ms u Ms\ {my1, mp} | = 2, mozna je
obstuzy¢ w dowolnej kolejnosci.
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Grafy  Grafy dwudzielne

Sztuczka karciana c.d.

o zadanie: dany zbiér 5 kart, znalez¢ ciag 4 z nich, tak by jednoznacznie
wyznaczona byta piata

o w pieciu kartach musi powtérzy¢ sie kolor (zasada Dirichleta) —
pierwsza karta w ciagu bedzie karta z powtdrzonego koloru, wyznaczy
ona kolor brakujacej karty

o 13 mozliwych wartosci kart traktujemy (mod 13)
kazde dwie karty sa w odlegtosci najwyzej 6

o z dwu kart w tym samym kolorze pokazujemy nizsza, np. 3 i 10 s3
w odlegtosci 6, mianowicie 10,W,D,K,A,2,3 nizsz3a jest 10

o pozostate trzy karty mozna uporzadkowaé na 6 sposobdw

numerujemy te permutacje wedtug algorytmu:
NSW-1, NWS-2, SNW-3, SWN-4, WNS-5, WSN-6

o brakujaca karta ma kolor pierwszej, a wysokos$¢ pierwszej + numer
permutacji (mod 13) pozostatych trzech kart
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Przyktad skojarzenia i jego braku

1 a 1 a Po wyborze my = ¢
zatozenia tw. Halla dla

2 b 2 b p
pozostatych elementéw

3 o 3 o nie s3 spetnione:
|/\/11uM2ul\/l3\{m4} ’ =2

4 d 4 d nie ma trzech
reprezentantéw dla trzech

5 e 5 e indekséw.
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Grafy  Grafy dwudzielne

Przyktad skojarzenia

o graf regularny — wszystkie wierzchotki s3 tego samego stopnia

o tw.: graf dwudzielny regularny ma skojarzenie doskonate (wiec i réwna
liczbe wierzchotkéw obu klas)
dw.|E| =X {d(v) |ve Vi} =X {d(v) | ve V,}, skoro wszystkie
stopnie s3 réwne, to |E| =d - |Vi| =d - | V3]
i spetnia zatozenia tw. Halla:
pozbiér Vo € Vi ma d - |Wy| krawedzi wychodzacych, zbiér jego
sasiadéw V3 © V, ma conajmniej tyle krawedzi, czyli d - |Vo| < d - | V3|
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