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Drzewa binarne

o drzewo ma jeden korzen
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Drzewa Drzewa binarne

kazdy wezet ma lewego i prawego syna
kazdy z tych potomkéw moze nie istnie¢

sem. zimowy 2025/26

o kazdy wezet drzewa mozna reprezentowad stowem z {0,1}"

€ jest korzeniem

©

o potomkami w s3 w0 oraz wl

©

©

o kazde stowo w € {0,1}" okre$la wezet w nieskoriczonym drzewie

binarnym

dtugosc stowa = odlegtos¢ od korzenia
wysoko$¢ drzewa = najwieksza odlegto$¢ od korzenia
(czyli samotny korzehn ma wysoko$¢ zero)

o stéw dtugosci n jest 2"

o stéw dtugosci < njest ¥7 2/ =2t 1
o s3 to liscie i wezty w drzewie binarnym petnym wysokosci n
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Drzewa binarne i uporzadkowane
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Drzewa Drzewa binarne

Drzewa binarnych przeszukiwan

o dany zbiér uporzadkowany (np. stowa jakiego$ utworu literackiego)

sem. zimowy 2025/26

o umieszczamy je w weztach drzewa binarnego tak by

o stowo o kodzie w0 byto wczedniejsze niz stowo o kodzie w

o a wl — pOzniejsze

o jesli dopuszczamy powtarzanie sie stébw w utworze, a kazde

wystapienie chcemy umiesci¢, to jedna z nieréwnosci powinna

by¢ nieostra

o w drzewie wysokoéci n mozna umieéci¢ 2"1 — 1 elementéw
jesli drzewo ma wszystkie wezty
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Drzewa Drzewa binarne Drzewa Algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan

Zgadywanie Algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan
o ,zgadnij liczbe, ktéra wtasnie pomyslatem” o wstawianie (etykiety e do drzewa T)
wiadomo, ze dodatnia, mniejsza od 1000 o jesli T jest puste, to wstaw do korzenia: T () = e
mozliwe odpowiedzi: ,mniejsza”, ,wieksza", ,zgadtes” o jesli e < T(g), to wstaw do lewego syna,

t.zn. wykonaj algorytm z lewym synem zamiast T

o ,czy jest to 5007"
o jesli e > T(g), to wstaw do prawego syna

o jesli mniejsza, to ,,moze 2507"

a jesli wieksza, to ,moze 7507 o trzeba wyjaséni¢ sprawe ew. powtdrzen etykiety, czy s3 mozliwe? czy

. o . iy Lo
o w kazdym kroku przedziat, gdzie znajduje sie liczba zmniejsza sie ignorujemy? czy notujemy krotnos¢ wystapienia

dwukrotnie o wyszukiwanie etykiety e w drzewie T

o jesli T jest puste, to e niemaw T

o jesli e = T(e) to e znalezione w korzeniu
o jesli e < T(e) to szukaj e u lewego syna
o W p.p. szukaj e u prawego syna

o najdalej w 10 kroku liczba zostanie znaleziona
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Drzewa  Algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan Drzewa Algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan
Przyktad Przyktad
o ,Wertowalismy odurzeni swiattem w tej wielkiej ksiedze wakacji, Wertowalismy (e) od.urzem (0) sv§/|at.’re'm (01)
L . o . . w (011) tej (0110) wielkiej (1)
ktérej wszystkie karty pataty od blasku i miaty na dnie stodki do _ . ..
T " ksiedze (00) wakacji (0111) ktérej (001)
omdlenia migzsz ztotych gruszek. .
wszystkie (11) karty (000) pataty (010)
The Project Gutenberg EBook of Sklepy cynamonowe, by Bruno od (0111) blasku (0000) i (00001)
Schulz miaty (00110) na (001101) dnie (000010)
Title: Sklepy cynamonowe stodki (0101) do (0000101)  omdlenia (0100)
Author: Bruno Schulz migzsz (0011010) ztotych (111)  gruszek (00001011)

Rel Date: May, 2005 [EBook #8119
elease Late: May [EBook 7 ] o wysoko$¢ drzewa wynosi 8 (najdtuzsze stowo: 00001011)

o drzewo petne wysokosci 8 ma 511 weztéw, a to tylko 24

o wystarczytoby drzewo wysokosci 4 (24 < 32 = 2°), gdyby stowa byty
starannie utozone
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Drzewa  Algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan

Przyktad — drzewo binarnych przeszukiwan

Wertowaliéry
i ol
ey @ Gl
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na rysunku sa puste wierzchotki, poniewaz
zastosowana grafika wymaga dwéch
potomkéw dla kazdego wezta
wewnetrznego

Wertowali$my odurzeni $wiattem
w tej wielkiej ksiedze wakacji, ktérej
wszystkie karty pataty od blasku

coioip i miaty na dnie stodki do omdlenia

migzsz ztotych gruszek
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Drzewa  Algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan

Zréwnowazone drzewo binarnych przeszukiwan

o jedynka z przodu kodowania wezta daje numeracje od 1 do 24
(ostatni wezet nie jest tutaj uzywany)

o teraz mozna wstawi¢ dowolne 24 uporzadkowane elementy, tak by
tworzyty drzewo binarnych wyszukiwan z optymalna ztozonoscia
wyszukiwania

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna

sem. zimowy 2025/26 9/21 Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty

Drzewa  Algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan

Dalsze algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan

o Wyszukiwanie najmniejszej etykiety w drzewie T:
o jesli T jest puste, to nie ma elementéw
o jesli T nie ma lewego syna, najmniejszym elementem w T jest
T(¢)
o W p.p. szukaj u lewego syna
o Wypisywanie uporzadkowanych etykiet drzewa T:
o jesdli T jest puste, to nie ma co wypisywaé
o W p.p. wypisz uporzadkowane etykiety lewego syna T
o nastepnie etykiete T(e)
o i na koncu wypisz uporzadkowane etykiety prawego syna T

Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26

Drzewa Algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan

Przyktad raz jeszcze

sem. zimowy 2025/26 11/21

1 blasku

2 dnie

3 do

4 gruszek

5 i

6  karty

7  ksiedze

8  ktorej

9 mialy o kolejnosé¢ alfabetyczna
10 miazsz , ]
11 na wyrazéw w przyktadzie
12  od

13  odurzeni
14  omdlenia

pokazuje jak zbudowac
drzewo zbalansowane

15  pataty

16 stodk o na poczatek Yvyraz 16,
17 $wiattem potem 8, 21 itd.

18 tej

19 w

20  wakacji

21  Wertowali$my

22 wielkiej

23 wszystkie

24 ztotych
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Drzewa  Algorytmy dla drzew binarnych przeszukiwan

Przyktad — drzewo binarnych przeszukiwan zréwnowazone

o Wysokos¢ tego drzewa wynosi 4, wszystkie licie s na dwdch
sasiednich poziomach

o ztozono$¢ wyszukiwania jest O(log, ¢), gdzie ¢ jest liczba elementdw
doktadniej, wysokos¢ jest < log, ¢
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Drzewa Reprezentacja

Reprezentacja drzew binarnych — wstawianie

struct tnode xaddtree(struct tnode *p, char xw) {
int cond;
if (p = NULL) {
p = malloc(sizeof(struct tnode));
p—>word = strdup(w);
p—>count = 1;
p—left = p—>right = NULL;
} else if ((cond = strcmp(w, p—>word)) = 0) {
p—>count++;
} else if (cond < 0) {
p—>left = addtree(p—>left, w);
} else {
p—>right = addtree(p—>right, w);
}
return p;
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Drzewa Reprezentacja

Reprezentacja drzew binarnych w jez. C

struct tnode {
char *word;
int count;
struct tnode xleft;
struct tnode xright;

s

drzewo binarne, etykiety jest para:
stowo i licznik wystapien

void treeprint(struct tnode xp) {
if (p != NULL) {
treeprint (p—>left);
. no 0 1]
pr n;iicfjﬁt s ;i>\;v\o\rd ): najpierw lewe podrzewo,
treeprint (p—>right ); potem korzen i prawe
} podrzewo

}

wydruk zawartosci
drzewa binarnego,
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Drzewa Reprezentacja

Reprezentacja drzew binarnych w tablicy

o drzewo binarne petne ma wezty o numerach od 1 do 2" — 1

@ mniejsza liczba weztéw moze by¢é umieszczona kolejno na najnizszym
poziomie

o odpowiada to tablicy o kolejnych numerach 1... N

o korzen ma numer 1, lewy potomek wezta i ma numer 2 - i, prawy
2-i+1

o poddrzewo pod weztem i (potomkowie /) maja numery
20 ..., 20 i+ 2t — 1 gdzie ¢ jest odlegtoscia od wezta
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Drzewa niebinarne

Drzewa

Drzewa niebinarne

o wezty drzewa mogg miec rézne stopnie

o ale potomkowie kazdego wezta maja ustalong kolejnosé

o reprezentacja w jez. C wymaga raczej listy potomkdéw — najstarszy syn

i wskaznik na kolejnego
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Drzewa Drzewa niebinarne

Drzewa o statym stopniu rozgatezienia, c.d.

o dany alfabet A mocy ¢ = |A|, kazde stowo w € A* okresla wezet
o € jest korzeniem
o bezposrednimi potomkami w s3 wx dla x € A
czyli potomkowie w sg rozrézniani wg nazwy z A
wszyscy potomkowie wezta w s3 postaci wu dla u € AT
stéw dtugosci n jest £”
stéw dhugosci < n jest ¥, 1 = L1

©

©

©

©
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Drzewa Drzewa niebinarne

Drzewa o statym stopniu rozgatezienia

(%]

Andrzej M.

drzewa ternarne

o kazdy wezet ma trzech potomkdéw o ustalonych znaczeniach

o np. ,mato”, ,s$rednio”, ,,duzo” albo inne sytuacje

o liczba weztéw dla drzewa wysokoéci h wynosi £/ 37 = 13h+1

o reprezentacja w jez. C za pomoca struktury z polami
odpowiadajacymi trzem opcjom

o reprezentacja w tablicy gdzie potomkiem wezta i sa wezty 3 - i,
3-i+1loraz3-i+2

Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26 18/21

Drzewa Ciag geometryczny

Cigg geometryczny raz jeszcze

Andrzej M.

Y2l =211
dowolna liczba 0 < £ < 21 jest suma pewnych wyrazéw tego ciagu
i to na jeden tylko sposéb

dw.: s3 to cyfry przedstawienia ¢ w uktadzie dwdjkowym

dane s3 odwazniki o wagach 3/,i =0,1,...,n

mozna je ktas¢ na dowolnej z dwdch szalek wagi

Y3 =333 -1

dowolny ciezar nie wiekszy niz % - (31 — 1) moze by¢ zwazony za
pomoca tych odwaznikéw

dw.: przyjmujemy uktad tréjkowy z cyframi —1,0,1

np. (20)10 = (1,—-1,1, —1)3 czyli 20=27-9+3-1

zamiana szalek miejscami mogtaby byc¢ interpretowana jako wazenie
ciezaréw ujemnych
Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna
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Drzewa  Cigg geometryczny

Drzewa algorytmoéw

o dane s3 cztery monety, jedna by¢ moze fatszywa
@ monety mozna wazy¢ na wadze z szalkami
o algorytm szukania fatszywej monety jest drzewym stopnia 3
korzeniem jest start
kazde wazenie moze da¢ jeden z trzech mozliwych wynikéw
o drzewo o 9 lisciach musi mie¢ wysoko$¢ co najmniej 2
o jesli wysokos¢ 2, to przy kazdym wyniku pierwszego wazenia
musza pozosta¢ 3 mozliwosci
o i musza wyjasnié sie w drugim wazeniu
o nie ma algorytmu dziatajacego w dwédch wazeniach
o jesli porownujemy My i My i np. My = Ma, to pozostaje 5
mozliwosci
o jesli porownujemy My + My i M3z + My i np.
M; + My < M3 + My, to pozostaja 4 mozliwosci
o istnieje algorytm, jesli mamy piata, dobrag monete
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