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Wielomiany, notacja asymptotyczna Notacja asymptotyczna

Sortowanie babelkowe

Andrzej M.

pl.wikipedia.org/wiki/Sortowanie_b%C4%85belkowe

dany ciag liczb a1, ..., an, cel: porzadek nierosnacy

wielokrotnie powtarzamy petle

for (i =1;i < n;i++)

if a; < aj41 then zamien(a;, ajt+1)
w petli jest n — 1 poréwnan
po kazdym wykonaniu kolejny najmniejszy element znajdzie swoje
miejsce
wystarczy n — 1 petli, (n—1) - (n—1) poréwnan
mozna skraca¢ kolejne petle: n—1+n—2+...+1=1n-(n-1)
mozna jeszcze bardziej skracal petle, notujac miejsce ostatniej
zamiany
— w najgorszym przypadku nic nie zyskamy, ale jesli cigg byt juz
uporzadkowany, to po n — 1 poréwnaniach dowiemy sie o tym
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Wielomiany, notacja asymptotyczna

Wielomiany, notacja
asymptotyczna

Andrzej M.
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Wielomiany, notacja asymptotyczna Notacja asymptotyczna

Notacja asymptotyczna

Andrzej M.

ztozonos$¢ sortowania babelkowego w zaleznosci od dtugosci:
n? —2n+1

. .. -1 . . L, ..
w lepszej wersji w a moze sie zdarzy¢, ze jeszcze mniej

dane dwa ciagi liczb nieujemnych b,c: N — R,

b, = O(cn) (b jest ,,O duze od” c) jesli
dC.dng.Yn.n>ng= b, < C-cp

»prawie wszystkie b s3 mniejsze niz c, stata jest niewazna”
b, = o(cp) (b jest ,0 mate od” c) jesli
VC.dng.Yn.n>nyg= b, < C-cp

»prawie wszystkie b s3 dowolnie mniejsze niz c¢”

bn = ©(cn) (b jest ,© od" c) jesli
3CG.3G.Ang.Vn.n>ng=CG ¢, < b, < G -cy
»prawie wszystkie b s3 mniej wiecej rowne c”
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Wielomiany, notacja asymptotyczna Notacja asymptotyczna

Notacja asymptotyczna c.d.

Qo

Qo

Qo

Qo

Qo

Andrzej M.

ztozono$¢ sortowania babelkowego jest ,,O duze od” n®

jesli b jest ,0 mate od” c, to jest rowniez , O duze”
z kolei ¢ na pewno nie jest ,O duze od” b
,© od" oznacza ,O duze” w obie strony

jesli istnieje granica ilorazu % skonczona, niezerowa,
n
to b jest © od c, ale bez tej granicy tez moze by¢

relacja ,,O duze” jest zwrotna i przechodnia, ale brak stabej
antysymetrii, relacja , Theta” jest relacja réwnowaznosci

relacja ,0 mate” jest porzadkiem (przeciwzwrotna i przechodnia)

log n jest , 0 mate od” n, nk jest ,,0 mate od” n,n</t
n’ jest ,,0 mate od” 2" dla dowolnej potegi ¢
100 - n jest ,,0 mate od” n-logy n, aledla n < 2100 100-n > n- log, n
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Wielomiany, notacja asymptotyczna  Wielomiany

Wielomiany, pierwiastki, tw. Bézouta

Andrzej M.

dzielenie: dane U(x), V(x) = vx - xK 4+ ... vk #0

szukamy Q(x), R(x) takich, ze U=V -Q + R i st(R) < k
najpierw @ =0,R=U

dopéki st(R) > k dzielimy najwyzszy wyraz w R przez vy - x¥,
dodajemy do @ i od R odejmujemy odpowiednio

U(x) = (x — a) - Q(x) + R gdzie R jest stata
whniosek (twierdzenie Bézouta): U jest podzielny przez x — a wtt

a jest pierwiastkiem

dw.: podstawiajac x = a wida¢ R =0

dzielenie przez x — a:

liczba pierwiastkédw wielomianu nie przekracza jego stopnia
moze by¢ mniej, bo moga by¢ wielokrotne
Ux)=(x—a1) (x—a2)...(x —ax)
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Wielomiany, notacja asymptotyczna ~ Wielomiany

Wielomiany

(%]

Andrzej M.

wielomian — funkcja zmiennej liczbowe;j

f(x)=an - x"+...+a1-x+ag

stopien wielomianu — najwieksze n, ze a, # 0 (st(0) = —1)
pierwiastek wielomianu (niezerowego) — f(a) =0

dodawanie — (wielomian nizszego stopnia trzeba uzupetni¢ zerami)
(an-x"+...4a0)+(bn-x"+...4+by) = (an+bn) - x"+...4 (a0 + bo)
mnozenie —
(a,,~x"—|—....—|—ao)~(bkoxk—|—...+bo):c,,+k~x"+k—|—...—|—c0
gdzie ¢; = X_qa; - bi—j, a dalsze aj i bj s3 zerami

dw.: ¢ - x' = Ji':oaj xd bi_; xi=i

stopien sumy niewiekszy niz wiekszy ze stopni

stopien iloczynu réwny sumie stopni (dla niezerowych)
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Wielomiany, notacja asymptotyczna  Wielomiany

Schemat Hornera

Qo

Andrzej M.

naiwne obliczenie wartosci wielomianu f(x) = X7 a; - xJ
a,x" wymaga n mnozen potem n—1 mnozen itd. razem O(n?)
schemat Hornera:
f(x)=((an-x+an-1) - x+apn—2) x...+ao
najpierw wynik =0
w petli wynik = wynik x x + a;, i =n,n—1,...,0
wynik=0;
for (j=n;j>-1;j—)
wynik=wynik*x+a[j];
czyli O(n) mnozen (dodawania zwyczajowo nie rozpatrujemy, w tym
przypadku jest ich drugie tyle)
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Arytmetyka Arytmetyka

Cigg geometryczny

o niech b > 1, wéwczas ZJ’-’;Ol b = %.

dw.: Po pomnozeniu przez mianownik mamy
: 1.
Xl b’—ZJ'-’:O b =bp"-1
o dla b =1 suma ma sens: ZJ'-’Z_Ol b/ = n, cho¢ utamek jest nieokreslony

o dla b < 1, b # 0 twierdzenie réwniez jest prawdziwe, z tym samym
A k dowodem
rytmety d o dla b = 0 utamek jest réwny 1, suma zawiera wyraz nieokreslony 0°,
ale rozsadnie jest przyjaé 0° = 1, oczywiécie 0' =0 dla i > 0
czyli rbwnos¢ réwniez zachodzi
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Arytmetyka Uktady liczenia Arytmetyka Uktady liczenia
Ukftady liczenia Zamiana uktadu liczenia
o dany jest wielomian f(x) = an-x"+ap_1-x""1 ...+ a o ukfad liczenia o podstawie b > 2 to przedstawianie liczby a jako

wartosci wielomianu a=a, - b" 4+ ap_1 - b" 1 + ...+ ag
Vj0<a <b
o wspbtczynniki a,, an—1,...,a0 — cyfry” zapisu liczby a

© mozemy wylicza¢ dowolne wartosci, np. f(0) = ao, f(1) = X7, aj,
f(].O) = 1'720 aj - 1¢/
o dla dowolnej liczby naturalnej a mozna znalez¢ wielomian f taki, ze
@ a=f(10)
@Vv,je{0,...,n}.a€{0,1,...,9}
dw.: stosujemy schemat Hornera,
a=((apn-10+ap-1)-10+ a,—2)-10...+ ag,

o algorytm przedstawiania liczby w uktadzie o podstawie b jest
odwrotnosciag schematu Hornera
zapisz=a; |=0;
while (zapisz>0) {
alj]=zapisz%b;

czyli ag jest reszta z dzielenia a przez 10 zapisz=(zapisz—a[j])/b;
a1 jest reszta z dzielenia ?35° przez 10, itd. i=j+1;
dzielimy coraz mniejsze liczby, musimy doj$¢ do zera }
© oczywiscie jest to prawda i dla innych liczb > 2 uwaga: ostatnia wyprodukowana cyfra a[j—1] # 0

dla a = 0 nic nie jest wyprodukowane, zamiast € piszemy 0
o przyjmujemy ogdlnie, ze pierwsza cyfra jest niezerowa
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Arytmetyka Uktady liczenia

Przyktad zamiany

o zmiana (148)10 i (147)10 na uktad dwdjkowy

xX|=2-q|+r X|=2-q|+r
148 741 0 147 730 1
74 371 0 73 36| 1
37 18] 1 36 18| 0
18 9|1 O 18 9|1 O
9 41 1 9 4| 1
4 21 0 4 21 0
2 11 0 2 11 0
1 0| 1 1 0| 1

0 0

o (148)10 = (10010100),, (147)10 = (10010011), wyzej sa cyfry mniej
znaczace (czyli bardziej z prawej)
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Arytmetyka Uktady liczenia

Uktady dwdjkowy, 6semkowy, szesnastkowy

o s3 to najwazniejsze dla nas uktady liczenia
o dwdjkowy = binarny, szesnastkowy = heksagonalny
o dla uktadu szesnastkowego potrzebujemy 16 cyfr —
0,1,...9,A,B,C,D,E, F
o zapis szesnastkowy — ciag cyfr poprzedzony 0x
o zamiana ty_ch uktadéw jest szczegdlnie prosta
Xl b2 =
Zkl/éj (bak+3 - 23 + baki2 - 2% + baki1 - 2 + bak) - 24K
o czyli paczki 4 bitéw stanowia jedna cyfre heksagonalna
zapis binarny uzupetniamy z przodu zerami do petnej czworki

o na odwrét, kazda cyfra uktadu szesnastkowego ma zapis jako 4 bity
np. 0x0 = 0000, 0x7 = 0111, 0xA = 1010, OxF = 1111
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Arytmetyka Uktady liczenia

Uktad pozycyjny

o znaczenie cyfry zalezy od jej pozycji
o niech w € {0,...,b— 1}" — stowo ztozone z cyfr
[[w]] — znaczenie stowa w jest zdefiniowane

0 w=¢

[[W”:{ V]l - b+c w=wvc

jest to schemat Hornera raz jeszcze

o zbidr cyfr moze by¢ dowolny, w zasadzie chcemy jednoznacznego

zapisu
o dla b =1 algorytm Hornera nie ma korica, ale w € {1}* ma
znaczenie, [[w]] = |w| — liczba jedynek
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Arytmetyka  Niestandardowe

Dzielenie z resztg

o Twierdzenie (uzyte w algorytmie zamiany ukfadu liczenia)

dana liczba catkowita b # 0,
dany zbiér R kolejnych |b| liczb catkowitych,
woéweczas dla kazdej liczby catkowitej a istnieje iloraz i reszta i sa
jednoznaczne:
a=q-b+r, reR

o dowodd: zaczynamy od ¢ =0,r = a
jesli r € R, to koniec dzielenia

14 /27

jesli r jest na prawo od odcinka R, to odejmujemy |b|, a jesli na lewo,

to dodajemy |b|
czylir=Fb,g=q=+x1
r nie moze przeskoczyé R, wiec algorytm kiedys$ skonczy dziatanie
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Arytmetyka Niestandardowe

Dziwne uktady liczenia

o b=10, cyfry —1,0,1,...,8
© zmiana —177 na ten uktad oraz na uktad dziesietny (cyfry 0...9)

x|10-q| r x|10-q| r
—177| —18 | 3 —177| —-18 | 3
—-18] -2 2 —-18| -2 2
-2 -1 8 -2 -1 8
-1 0 -1 -1] -1 9

0 -1

Arytmetyka Niestandardowe

Dziwne uktady liczenia, ujemne cyfry

o klasyczny uktad liczenia i algorytm zamiany stosuje sie tylko dla liczb
nieujemnych
o liczby ujemne zapisuje sie zwyczajowo jako minus liczba dodatnia

o uktad z ujemnymi i dodatnimi cyframi jest dobry na wszystko, na
liczby dodatnie tez, np. zamiana 177 oraz 189 na ten uktad

o —177 = (—1)823 w dziwnym ukfadzie liczenia
—177 = ((~1-10+8)-10+2)-10+3 = —1-1000+8-100+2-10+3

o wykonanie algorytmu dla uktadu dziesietnego nie ma konca,
produkowane s3 ciagle 9, zapis bytby nieskonczony ...999823

x|10-q | r x|10-q| r
177 | 17 |7 189 | 19 | -1
17 1 7 19 2 -1
1 0 1 2 0 2

0 0
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Arytmetyka  Niestandardowe
Dziwne uktady liczenia, ujemna podstawa
o b= -10, cyfry 0,1,...,9 — ujemna podstawa liczenia
o zmiana 177 oraz —177 na ten uktad
x| —10-q | r
~10-
X qlr “177| 18 |3
177 —17 7
18 -1 8
—17 2 3
2 0 2 -1 L %
0 1 0 1
0

o 177 = 237 w dziwnym uktadzie liczenia

177 =(2-(-10)+3) - (-10) +7=2-(~10)2 +3- (—10) + 7
o —77 = 1983 w tym ukfadzie liczenia
—177=((1-(-10)+9)-(-10) +8) - (—10) +

1-(-10)3+9-(-10)>+8-(~10)+3
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0 177=(1-10+7)-10+7=1-1004+7-10+7
o 189 = 2(—1)(—1) w dziwnym uktadzie liczenia
189 = (210 —1)-10—1=2-100 + (~1) - 10 + (~1)
sem. zimowy 2025/26 18/27
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Arytmetyka  Niestandardowe

Uktady liczenia o niejednorodnej podstawie

o rézne pozycje moga mieé rézne znaczenia i rézne cyfry

o np. DdHhMmSs, gdzie D e N, 0 < H < 24,0 < M, S < 60 oznacza
czas liczony w dniach, godzinach, minutach i sekundach

o dopuszczalne cyfry na pozycji moga zaleze¢ od wartosci bardziej
znaczacych cyfr

o np.YyMmDd oznacza rok Y, miesigc M i dzien D, Y € N,
1 < M < 13, ale legalna warto$¢ D zalezy od YyMm

o standard czasu przewiduje tez sekunde przestepna dodawang
w niektérych latach

o w kalendarzu ksiezycowym w niektérych latach bywa 13 miesiecy

o zamiana z ukfadu ,rok/miesigc/dzien miesiaca” na ukfad
.rok/tydzien/dzien tygodnia” wymaga troche zachodu
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Arytmetyka Dziatania arytmetyczne

Dtugosc liczby

o |w|=n, W:ZJ’-':_O1 Wj'bj, 0<wp,....,Wp_1< b, 0< w,_1
o czyli W1 < w < pvl
o czyli jw| —1 < log,w < |w]|

o logarytmy przy réznych podstawach réznia sie tylko wspoétczynnikiem
log, w = log. w - log, ¢

o a wiec |w| = O(log w), podstawa liczenia wptywa tylko na stata, ale
nie na rzad wielkosci

o log;02 ~ 0,301, log, 10 =~ 3,322, dtugos¢ liczby dziesietnej wynosi
ok. 30% dtugosci w uktadzie binarnym
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Arytmetyka Dziatania arytmetyczne

Dodawanie liczb

o tabliczka dodawania, dodanie dwu cyfr moze skutkowac liczba
dwucyfrowa (przeniesienie)
o dane dwie liczby x i y, krotsza uzupetniamy wiodgcymi zerami
c=0;
for(j=0;j<|x|;j++){
z[j]=(x[jl+y[jl+c)%b;
c=(x[jl+y[jl+c)/b; //dzielenie bez reszty

if (c>0) z[j]=c;
przeniesienie moze wynie$¢ co najwyzej 1

o ztozono$¢ O(|x|)
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Arytmetyka Dziatania arytmetyczne

Dziatania w ukfadzie liczenia

o dodawanie jedynki w uktadzie dwojkowym

1010100100101010100011111111111
1
1010100100101010100100000000000

11111111111
1
100000000000

o ztozonos$¢ dodawania jedynki — O(|w|)

o poréwnywanie liczb — porzadek kanoniczny,
liczby, oprécz 0, przedstawiamy bez wiodacych zer,
ztozonos¢ O(|w|)
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Arytmetyka Dziatania arytmetyczne
Mnozenie i dzielenie liczb
podstawa 5, cyfry 0,1,2,3,4

o szkolny algorytm mnozenia

1 2 3 4

o kazda cyfra jednej liczby jest prze- 11 2 3 4
mnozona przez kazda cyfre drugiej 212 4 11 13
liczby, uzywamy tabliczki mnozenia 313 11 14 22
414 13 22 31

o ztozonos$¢ kwadratowa — O(|x| - |y|)
o istnieja algorytmy zmniejszajace te ztozonos$¢, niedawno znaleziono
algorytm o ztozonosci O(nlog n), n = max(|x|,|y|)
o algorytm dzielenia
o na pozér ztozony
o kazda cyfra dzielnika przyréwnana do poczatku dzielnej
o tyle razy ile cyfr bedzie w ilorazie

o ztozono$¢ kwadratowa — O((|x| — |y]) - ly|)
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Arytmetyka Dziatania arytmetyczne

Duze liczby

o w kryptografii zastanawiamy sie nad mozliwoscia przeprowadzenia 2"
obliczen dla réznych n

o wiek uktadu stonecznego w latach — 1019
liczba sekund w roku — 3 - 107
liczba cykli procesora w sekundzie — 2 - 10°
liczba procesoréw na $wiecie — 10° (wziete z powietrza)
iloczyn — 6 - 10%
o liczba ciagéw 128-bitowych — 2128 x~ 3. 1038, czyli 500 razy wiecej
o liczbe 160-bitowg w chcemy roztozy¢ na czynniki dzielac kolejno przez

Vw liczb

czyli 10%* dzieled, kazde np. 5 - 80 cykli procesora
o razem 4 -10%°

na Swiecie

cykli, czyli siedem lat dziatania wszystkich komputeréw

o tak naprawde istnieje nieco tatwiejszy rozktad na czynniki
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Arytmetyka  Utamki

Przyktad zamiany

o (0.6875)10 = (0.1011),

o algorytm zamiany mnozy w petli przez podstawe ukfadu liczenia
i odejmuje czesci catkowite

o
b%s 2-x | |2-x] x | 2-x|[2 x|
0.6875 | 1.375 1 0.2]0.4 0
0.375 | 0.75 0 0.41]0.8 0
0.75 1.5 1 0.8]1.6 1
0.5 1 1 06]1.2 1
0 0.2 | od nowa to samo

o wyzej sa cyfry bardziej znaczace (czyli blizej przecinka)
o (0.2)10 jest utamkiem okresowym w uktadzie binarnym

tylko potegi 2 maja skonczone utamki binarne
(0.2)10 = (0.001100110011...),
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Arytmetyka Utamki

Utamki

o schemat zamiany uktadu liczenia dziata tez na utamkach
o czes¢ utamkowa zapisujemy po kropce (czyli przecinku)
kazda pozycja w prawo jest b razy mniej znaczaca
zapis liczby analizujemy tym razem od lewego konca
o niech w € {0,...,b—1}" — stowo ztozone z cyfr
[[0.w]] — znaczenie utamka 0.w jest zdefiniowane
_ ) [Vl +¢)/b w=cv
[[w]] = { : v
np. [[0.4290]] = ((((0 +0)/10+9)/10+ 2)/10 + 4)/10

uwaga: tutaj dzielenie jest dzieleniem liczb rzeczywistych, a nie
catkowite z reszta
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