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Dwumian Newtona Podzbiory k-elementowe

Podzbiory k-elementowe

o liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi 2"
o pytanie: ile jest podzbioréw k-elementowych przy ustalonym k
@ oznaczenia:

o Pk(n) — rodzina podzbioréw k-elementowych zbioru
n-elementowego

° <Z — liczba tych podzbioréw, symbol Newtona,

»n po k", wielko$¢ okreslona tylko dla n, k e N

o przyjmujemy (Z) =0gdyn<O0lub k<0

o (Z) = 0 dla kK > n — nie mozna wybra¢ wiecej elementéw
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Dwumian Newtona Podzbiory k-elementowe

Whtasnosci symbolu Newtona
n n . : .
o (O) = (n) =1 podzbidr pusty i caty zbidr
1
o (M = n
k]  \n—k

odwzorowanie A — n\A jest bijekcja, kazdy zbiér k elementéw
wybranych wyznacza zbiér (n—k) elementéw niewybranych

o (n) = n podzbiér 1-elementowy to pojedynczy element

o zamiast o k-elementowych podzbiorach mozna méwic¢ o podziatach
na dwa podzbiory: k i n—k elementowe
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Dwumian Newtona  Wzér rekurencyjny

Wzér rekurencyjny

() () ()
k k—1 k
o w wiekszym zbiorze jest element n, kazdy podzbiér k-elementowy
albo zawiera ten element, albo nie
tzn. albo pozostate k—1 elementéw byto wybranych z mniejszego
zbioru, albo wszystkie byty wybrane z tego mniejszego zbioru
o Pr(n+1) ={Au{n} | Ae Pr_1(n)} U Pr(n)
o wzor obowiazuje réwniez w skrajnych przypadkach

()= () + (3) <o+
(1) = (2) ¢ (o) - 1+0
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Dwumian Newtona  Wzér rekurencyjny

Program rekurencyjny

o wzér rekurencyjny mozna wprost przenie$¢ do programu

int newton(int n, int k){
if(n<0 || n<k || k<O) return O0;
else if ((k==0) && (n==0)) return 1;
else return newton(n—1,k) + newton(n—1,k—1);

}

o ten program nie jest specjalnie madry, funkcja jest wielokrotnie
wywotywana z tymi samymi parametrami

o bedzie wywotywana co najmniej tyle razy ile wynosi jej wartos¢ —
catkiem niepotrzebnie

OG-0 ()--
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Dwumian Newtona  Wzér rekurencyjny

Tréjkat Pascala

o w n+1 wierszu kazdy z elementéw jest suma dwdch elementéw
z poprzedniego wiersza stojacych nad nim,

(zaczynamy od 0> =1)

0
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Dwumian Newtona  Wzér rekurencyjny

Program iteracyjny

int newton[max][max]; // newton(n,k)
int main(){
for (n=0;n<max;n++) newton[n][0]=1;
for (n=0;n<max;n++) newton[n][n]=1;
for (n=0;n<max;n++)
for (k=1;k<n;k++)
newton [n][k]=newton [n—1][k]+newton [n—1][k—1];

o trojkat Pascala bedzie umieszczany w tablicy
o zajete beda jedynie miejsca newton|[n][k] dla0 < k< n

o instrukcja wypetniania tablicy doktadnie odpowiada wzorowi
rekurencyjnemu — ale wartosci juz obliczone s3 odczytywane, a nie
liczone ponownie
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Dwumian Newtona = Wzér na symbol Newtona

Wzér na symbol Newtona

o (1) = om

o dw. kombinatoryczny:

o ciggbdw bez powtdrzen dtugosci k w zbiorze n-elementowym jest
n!
(n—k)!
o kazdy podzbiér k-elementowy powstaje przez wyliczanie jego
elementéw jakiejs kolejnosci, jest k! takich wyliczan

L o : n!
o tak wiec liczba podzbioréw, nie ciggébw, wynosi ————
k! (n—k)!
(zasada wielokrotnego zliczania)
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Oszacowania wielkosci symbolu Newtona

n\ _n-(n=1)-...-(n—k+1) - <n>k
k)] k-(k=1)-...-1 7 \k
n n-(n=1)-...-(n—k+1) _ nk <e-n>k
= S -—-<|—F
k k-(k=1)-...-1 k! k
ostatnie oszacowanie korzysta ze wzoru Stirlinga k! ~ 27k - (g)k

dla n =2k mamy 2k < (2/'(k> < (2-e)F

©

©

©

©

przy ustalonym n symbol Newtona jest najwiekszy posrodku, tzn. dla
R
2 2

n n\ . . .
dw.: (k) < (k—l—l) jest réwnowazne 2 - k < n—1
czyli funkcja argumentu k roénie do n/2 i maleje dla wiekszych k
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Dwumian Newtona  Wzér na symbol Newtona

Wzér na symbol Newtona c.d.

o dw.: przez indukcje matematyczna

o dla n =0 jest tylko jedno sensowne k, (8) =1
o dla wiekszych n ale k = 0 bezposrednio sprawdzamy

o zaktadamy prawdziwo$¢ wzoru dla pewnego n i zaktadamy 0 < k

(”:1> ) <Z) ’ <kil> I (77!—/0! T k=) -Iz!n—k+1>! -

(n+1)!
Kl (n—k+1)!
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Przyktady zastosowan

o ile jest réznych prostokatéw w prostokacie o wymiarach m x n?
o wybieramy dwa punkty sposréd m+1 w poziomie oraz dwa

L2 . . (m+1 n+1
sposréd n+1 w pionie, czyli 5 )

o ile jest tamanych taczacych konce przekatnej w prostokacie?
o dtugos¢ sciezki wynosi m+n, wybieramy wsréd nich

m poziomych odcinkéw i n pionowych, wyboréw jest (m:n>

o ile jest funkcji niemalejagcych m — n+17
o wykres taczy przeciwlegte wierzchotki prostokata m x n
o ile jest rozwigzan w N réwnania xp+ ... +xm = n?
o funkcja k — Zf‘zo X;, k < m jest niemalejaca, przeciwdziedzing
jest n+1, m krotnie wybierana jest warto$¢, x, = n — Zf’jol X;
nie jest juz wybierane
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Dwumian Newtona WHtasnosci

Dwumian Newtona

n
(X +y)n _ Z:O (k> Xk . ynfk

o dw.: mamy iloczyn n czynnikéw (x + y),
wybieramy k z nich, w ktérych mnozymy przez x,
w pozostatych mnozymy przez y,

. n ) P . k
jest P wyboréw, stad wspétczynnik przy x* -y
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Wtasnosci wspotczynnikéw Newtona c.d.

n—

k

sem. zimowy 2025/26

o Z;’:_OI (kll) = (Z) suma przekatnej tréjkata Pascala

© suma jest naprawde od i=k—1

o podzbiér k—1-elementowy w {0, ...,i—1} wyznacza zbiér

k-elementowy w n,

najwiekszym elementem jest i oraz k—1 pozostatych

i na odwrét

o uzyjemy tej obserwacji w programie generujagcym k-elementowe

podzbiory
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Dwumian Newtona WHtasnosci

Whtasnosci wspo6tczynnikow Newtona

Andrzej M.

k=0 (Z) = 2", mianowicie podstawiamy x = y = 1.

Jest to zgodne z obserwacja U|kX:|073k(X) = P(X)

(=1 (Z) —0,dlan>0
mianowicie podstawiamy x = —1,y = 1.
jesli X # (J, to podzbioréw parzystej mocy jest tyle samo co

nieparzyste;j
inny dowdd: podzbiory w X U {x} s3 postaci A\ {x} oraz A U {x}
parami, jeden mocy parzystej, drugi nieparzystej

nie jest to prawda dla X = & czylin =0
0

0_1_(_1)0.

0°=1=(-1) (O)
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Dwumian Newtona  Wtasnosci

Wtasnosci wspotczynnikéw Newtona c.d.

Q

Q

(1) () (709

wybor n oséb sposréd m mezczyzn i k kobiet mozna zacza¢ od
wyboru liczb wybranych mezczyzn i kobiet

o jesli k =1, to sprowadza sie do znanego juz wzoru

() G+ () () ()
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Dwumian Newtona WHtasnosci

Wzér tréjmianowy

©

Andrzej M.

(D) (7) - (2) (1) o<ksmen

mozna po prostu wyliczyé
n! m! n! (n—k)!

ml - (n—m)! kI~ (m—k)! k- (n—k)! (m—k)!- (n—m)!
odpowiada to podziatowi zbioru n-elementowego na trzy podzbiory:
k-elementowy, m—k-elementowy oraz n—m-elementowy

uogdlniony symbol Newtona
n B n!
k,m—k,n—m) — kl-(m—k)!-(n—m)!

n n—k —k hem
oot (e () )

Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26 17/23

Dwumian Newtona Permutacje z powtérzeniami — podziaty

Permutacje z powtérzeniami

Andrzej M.

ile réznych wyrazéw mozna utworzy¢ przestawiajac litery w stowie
MATEMATYKA ?

10 liter mozna przestawia¢ na 10! sposobdw
ale przestawienie dwéch liter M da to samo stowo, podobnie trzech A
oraz dwéch T
kazde stowo jest liczone 2! - 3! - 2! razy
10!

czyli réznych stéw jest 21.31. 21

albo inaczej: z 10 miejsc mamy wybrac¢ dwa, gdzie stanie litera M,
trzy dla A, dwa dla T i pozostate miejsca dla E, Y i K

czyli 10 sposobow
2,3,2,1,1,1
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Dwumian Newtona Permutacje z powtérzeniami — podziaty

Podziaty

o na ile sposobéw mozna podzieli¢ zbiér n-elementowy A na zbiory
A1,...,As 0 mocach ny,..., ny, Zfzo nj=n?

© mozna ustawiac wszystkie elementy w cigg przypisujac po kolei do

zbioréw Ay, ..., Ay, ale nie rozrézniajac elementédw w poszczegdlnych
zbiorach
. n! ,
o czyli sposobdw
nyle oo ny!

o w szczegdlnosci wybdr k elementédw z n jest podziatem na k
wybranych i n—k pozostatych: zwykty symbol Newtona

o n n!
@ uogodlniony symbol Newtona = —
n]_,...,ne n1!"“‘f7£!

gdzie m + ...+ ny = n.
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Wspotczynniki wielomianow
o Rozwazamy wielomian (x; + ...+ x¢)” ¢ zmiennych
o jest on suma wyrazéw x;" - ... x, ¢ gdzienmy + ...+ ng=n

o wspofczynnikiem jest liczba sposobdéw rozmieszczenia n obiektéw
(czynnikdéw (x1 + ...+ x¢)) w £ pudetkach (zmienne xi, ..., xp)
o pojemnosciach ny, ..., ny

o czyli (x1 +...+x)" =

Z n
0<ny,...,ng,n+...4+ng=n © X1
ny,...,ny
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Dwumian Newtona Permutacje z powtérzeniami — podziaty

Permutacje elementéw nieodréznialnych i podziaty uporzadkowane

@ niech zbiér n-elementowy A jest podzielony na ¢ typow licznosci n;,

i=1,...,¢, Z,€=1 nj=n
o wszystkich permutacji jest n!, kazda odréznialna wyznacza
n!-----ng! rédznych permutacji A
o wiec odréznialnych permutacji jest nl|nl,w
o podziat zbioru n-elementowego A na zbiory A1, ..., A
o zbiory A; ustawiamy po kolei,
kazda z n! permutacji wyznaczy podziat
permutacja wewnatrz zbioréw A; nie zmieni podziatu

s n n!
o podziatéw jest =
n,...,Ny
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Podziaty nieuporzadkowane, wzér

n!
ALl Al byl T bl
gdzie wielozbidr [ |A1l],...,|Ael | =[b1-n,..

o liczba podziatéw nieuporzadkowanych wynosi
1

-;bm'nm]

SMybj=4{, X7y bionj=%f_ |A]=n
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Podziaty nieuporzadkowane
@ nieuporzadkowany podziat zbioru A to podziat na zbiory Ay, ..

gdy nie odrézniamy zbioréw A;

o ale: nie mozemy nie odréznia¢ zbioréw réznej licznosci

(2) ¢

o krawedzie w kwadracie

1
vs podziat 4 wierzchotkéw na pary <£21) o = 3
2
podziat 6 wierzchotkéw na pary (2|)2 T 15
6!
podziat 6 wierzchotkéw na tréjki m =10
|
podziat 9 wierzchotkéw na tréjki (3|)Z T 280
9!
pOdZia‘I' 9 na dwie pary i platkg m = 378
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