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Teoria liczb  Arytmetyka

Relacja podzielnosci

o a dzieli b, oznaczenia a|b, w.t.w. 3x.b = a-x
— a jest dzielnikiem, b jest wielokrotnos$cia, czasami zagdamy b # 0
—zawsze b = a- (b= a) + b mod a, a|b jest rbwnowazne b mod a = 0
— oczywiscie al0, ala, 1|a, jesli a|b oraz b|c to a|c, jesli a|b oraz ac,
to a|(8 - b+ v - c) — kombinacje liniowe

o def.: p > 1 jest liczbg pierwsza gdy jedynymi dzielnikamisa 1 i p
— fakt: liczba liczb pierwszych < m ~ m/(In m)

np. liczb pierwszych doktadnie 100 cyfrowych jest > 1097

— fakt: kazda liczba naturalna ma jednoznaczny rozktad na czynniki
pierwsze
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Teoria liczb  Relacja kongruencji

Relacja kongruencji

o def.. a= b (mod m) < m|(a— b) czyli a= b+ m- q dla pewnego ¢
nazwa: a przystaje do b modulo m
o zaktadamy, ze m € N, ale pozostate liczby moga by¢ ujemne

o tw.: a=b (mod m) < amod m=bmod m
dw.:a=m-qy+ r,, b= m- qp + rp, po odjeciu stronami
a—b=m-(qs—qp)+ (ra—rp)
o relacja a = b (mod m) jest réwnowaznoscia, tj. spetnia
o zwrotno$¢: a = a (mod m)
o symetria: jeSli a = b (mod m), to b = a (mod m)
o przechodnio$¢: jeslia=b (mod m)ib=c (mod m),toa=c
(mod m)
o jesli a; = b; (mod m), i =0,1, to ag + a3 = by + b1 (mod m) oraz
dp a1 = bo : b1 (mod m)
o przyktad 2025 = 0 (mod 3), bo 10 =1 (mod 3)
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Klasy abstrakcji kongruencji, pierscienie Z,

o dla kazdej realacji rownowaznosci mozna rozwazac¢ klasy abstrakcji,
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czyli zbiory elementéw réwnowaznych
[X]m={yeZ|[x=y (mod m)} ={x+q-m|qeZ}
fakt: x =y (mod m) < y € [X]m < [X]m = [V]m
fakt: rézne klasy abstrakcji sg roztaczne
def.: pierécien Z,
o elementy: klasy abstrakcji relacji kongruencji modulo m
o zero: [O0lm={q-m|qeZ}
o jedynka: [1]m ={14+qg-m | qeZ}

o dodawanie, odejmowanie, mnozenie: poprzez reprezentantéw, np.

[X]m ’ [Y]m = [X ’ Y]m
dw.: jesli [x]m = [X]m i [¥]m = [V ]m to [x-¥]m =[x ¥]m

tw.: Z, ma zero, jedynke, istniejg elementy przeciwne, dziatania s3

przemienne, faczne, mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania

Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26

Teoria liczb Relacja kongruencji

tabliczki dodawania i mnozenia

+/0 1 2 3 4 5 +/0 1 2 3 45
0|01 2 3 45 0(0 00O0O0O
111 2 3 450 1101 2 3 45
212 3 45 01 210 2 4 0 2 4
313 4501 2 3103 03 03
414 5 01 2 3 410 4 2 0 4 2
51501 2 3 4 510 5 4 3 21

Ze nie jest ciatem, nie kazdy element niezerowy posiada element
odwrotny

np. 3-2 =0 (mod 6), nie moze istnie¢ element odwrotny 37! bo
wéwczas bytoby 371-3.2=1-2=2=3"1.0=0 (mod 6)

— albo istnieja nietrywialne dzielniki zera albo kazdy element
niezerowy ma odwrotny
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Teoria liczb Relacja kongruencji

o tabliczki dodawania i mnozenia

+]/0 1 2 3 4 +/0 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0/0 00 OO
111 2 3 40 1101 2 3 4
212 3 4 01 210 2 41 3
313 401 2 310 3 1 4 2
414 01 2 3 410 4 3 21

o wida¢, ze kazdy element niezerowy posiada element odwrotny
np. 3-2 =1 (mod 5) czyli 371 =2 (mod 5)
nazwa: Zs jest nie tylko piercieniem ale i ciatem
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Najwiekszy wspdlny dzielnik (NWD)

o NWD(a, b) = c jesli c|a, c|b oraz c jest najwieksze j.w.
— w zasadzie bedziemy stosowaé to pojecie do liczb dodatnich
— wspélnym dzielnikiem jest zawsze 1
—jedlia #0, clato c <|a|
— wniosek: jesli jedna z liczb a, b jest niezerowa, to NWD(a, b)
istnieje

o def: a i b sa wzglednie pierwsze, jesli NWD(a, b) =1

o fakt: je$li NWD(a, b) =1 to w ich rozktadach na czynniki pierwsze

wystepuja zupetnie inne liczby
— np. NWD(45,56) = NWD(3? -5,23.7) =1

— w szczegblnosci, jesli p jest liczba pierwsza, to NWD(p, b) # 1

tylko jesli p|b
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Teoria liczb  Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa

Andrzej M.

Niech a = 3 - b + r, wéwczas dzielniki (a, b) oraz (b, r) s3 te same
— w szczegdlnosci NWD(a, b) = NWD(b, r)

— zaczynajac od a = b > 0 otrzymujemy algorytm Euklidesa,
koniec jest dla NWD(a,0) = a

np. w jezyku python

def nwd(a,b):
while b:
a,b=b,a%b

return a

uwaga: przez a%b oznaczamy reszte a mod b, a/b oznacza reszte
catkowitoliczbowa

— argumenty zmniejszaja sie, wtasnos¢ stopu jest gwarantowana
— jesli a < b, to pierwsze wywotanie da wynik

NWD(a, b) = NWD(b, a)
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Algorytm Euklidesa, rozszerzony

Qo

tw.: jesli NWD(a, b) = ¢, to da,f.av-a+ -b=c

9/15

o dw.: kazda reszta w algorytmie jest kombinacja liniowa argumentéw,

Andrzej M.

NWD(a, b) jest ostatnia niezerowa reszta.

wniosek z dowodu: wspdétczynniki mozna obliczy¢ efektywnie podczas

obliczania NWD (rozszerzony algorytm Euklidesa)

#!/usr/bin/env python

#Tadeusz Andrzej Kadlubowski
a,b=map(int,file("dane.txt").readlines()[:2])

p.q.r,s = 1,0,0,1

while b: a,b,p,q,r,s = b,a%b,r,s,p—a/bxr,q—a/bxs
file("nwd.txt”,"w").write("%d\n%d\n%d\n"%(a,p,q))

dw.: jesli Ai B sg pierwotnymi warto$ciami a i b to w kazdym
przebiegu petli zachodzi p- A+ q-B=aorazr-A+s-B = b.
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Algorytm Euklidesa, ztozono$¢, przyktad

nwd(987654321,6543210)

087654321 6543210
6543210 6172821

o fakt: liczba krokéw jest rzedu log a
) e 6172821 370389
— dw.: po dwdch krokach wielkosé 370389 246597
zadania jest < potowy, a%b < a/2 216597 123792
(najgorszy przypadek to ,ztoty 123792 129805
podziat”: a = b + r ma te same 122805 987
proporcje co b = r + s) 987 417
o ztozonos$¢ algorytmu: liczba krokéw - 417 153
ztozonoé¢ dzielen czyli (log a)3 153 111
(doktadniejsza analiza pokazuje 111 742
(log a)2, bo liczby sa szybko coraz 42 97
mniejsze) 27 15
15 12
12 3
3 0
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Arytmetyka modularna, wtasnosci

o tw.: jeSlia-b=a-c (mod n) oraz NWD(a,n) =1,to b=c

(mod n) (tzn. skracanie ma sens)

10/15

o dw.da,f.a-a+pf-n=1lczylia-a-(b—c)+8-n-(b—c)=b—c,
poniewaz n|S-n-(b—c)inla-a-(b— c) (zatozenie) wiec n|b — ¢

onp.5-x=7=40=5-8 (mod 11) i NWD(5,11) = 1 wigc x = 8

(mod 11)
—ale4-4=4-1 (mod 12), a jednak 4 # 1 (mod 12)

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26

12/15



Teoria liczb  Arytmetyka modularna

Odwrotnosci liczb w arytmetyce modularne;j

0 5-x =7 (mod 11) mozna rozwigza¢ znajdujac odwrotnos¢ 5:
-9.-5=1 (mod 11) wiec x =9-7 =8 (mod 11)
o jesli NWD(a,n) =1, to da,f.a-a+f-n=1czylia-a=1
(mod n)
— 11111 - x = 4 (mod 12345), rozwigzanie x = 2471 - 4 = 9884
— poniewaz 2471 - 11111 = 1 (mod 12345) zostato obliczone
w rozszerzonym algorytmie Euklidesa
o jedlida.av-a=1 (mod n), to 5. v-a+ - n=1 czyli
NWD(a,n) =1
o problem: rozwigzaé réwnanie a- x = b (mod n)
— jesli istnieje rozwigzanie, to NWD(a, n)|b
— jesli NWD(a, b) = ¢, c|b, to mozna rozwigzaé rébwnowazny problem
(a/c) - x = b/c (mod n/c)
—np. 12- x =21 (mod 39) daje 4-x =7 (mod 13), x =5
w oryginalnym problemie s3 jeszcze rozwigzania 18 i 31
sem. zimowy 2025/26 13/15
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Szybkie potegowanie

Obliczy¢ —1-
2199 (mod 123) while(n) /% inv: r«kb™n mod m */{
=4%0.1 (mod 123) if (n%2) {n——; r=(bxr)%m;}
1625 -1 (mod 123) else {n=n/2; b=(bxb)%m;}

16%* .16 (mod 123) }

(162)'2.16 (mod 123)
101216 (mod 123) def potm(b,n,m):

(10%)%-16 (mod 123) if n==0: return 1

(1002)3 - 16 (mod 123) if n%2==1: return (b*potm(b,n—1,m))%m
373.16 (mod 123) else: return potm((bxb)%m,n/2,m)%m

372.16- 37 (mod 123) eabs krokéu ~ dhuzedé wokhadni
372. 100 (mOd 123) — lICZba KrOKOW =~ ugosC wyKfadnika

161100 (mod 123) ~ przy kazdej okazji dokonuje sie redukgcji
16°-100 - 16 (mod 123) medulo o | )
1 (mod 123) nigdy nie operuje sie na liczbach wiekszych niz
kwadrat modutu
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Teoria liczb  Arytmetyka modularna

Ztozono$¢ dziatan w arytmetyce modularnej

o zasada: najpierw redukcja modulo, potem dziatanie
—a-b (mod N) = ((a (mod N))- (b (mod N))) (mod N)
— ztozono$¢: log a + log b + log N (obliczenie reszt mod N) + (log N)
(obliczenia dla reszt)

2

o przyktad
— 1098657619865421045 - 87397655445287387345 (mod 100)
= 45 .45 = 2025 = 25 (mod 100)
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