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Teoria liczb CRT Teoria liczb CRT
Chinskie twierdzenie o resztach (CRT) Chinskie twierdzenie o resztach c.d.
o przyktad: x = 25 (mod 42) o tw.: f(x) = (x mod k,x mod m) jest izomorfizmem Z}; oraz Z} x Z}
—oznaczax =25+~v-6-7 gdzie N=k-m a-k+p3-m=1
—czylix=25=1 mod 6 oraz x =25 =4 (mod 7) — odwrotnym jest ga,by =a-f-m+b-a-k mod k-m
o tw.: Jesli NWD(k, m) = 1, to uktad réwnan o przyktad: 42 =6-7, 6-6+(=5)-7=1

f(25) = {25 mod 6,25 mod 7) = (1,4)
g(1,4)=1-(~5)-7+4-6-6 =109 =25 (mod 42)

{ x=a mod k
o whniosek: jesli dany jest ukfad réwnan dla zmiennej x

XxX=b modm

ma dokfadnie jedno rozwigzanie mod k- m

o dw.: da, f.a- k + - m =1 (Euklides), x=a mod k
czyli 8- m=1 (mod k) oraz - k =1 (mod m) .
x=a-pF-m+b-«-k, spetnia oba réwnania x=a mod k

jesli x1 tez spetnia, to ich réznica spetnia y = 0 (mod k) (czyli

Jy.y =v-k)iy =0 (mod m) (czyli 36.y = 9 - m)

woéwczas
y=y-a-k+y-f-m=35-m-a-k+v-k-5-m = wielokrotnos¢ k- m

i wszystkie k;j s wzglednie siebie pierwsze, to istnieje jednoznaczne
rozwigzanie mod ky - ... kg
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Teoria liczb Twierdzenie Fermata i Eulera

Twierdzenie Fermata (mate)

o tw.: jedli p jest liczbg pierwsza i nie dzieli a, to aP~! =1 (mod p)
o dw.: a1 = (amod p)P~! (mod p), wystarczy wiec zbada¢
przypadek 1 < a<p
o zbiér {a-1 (mod p),a-2 (mod p),...,a-p—1 (mod p)} jest
réwny zbiorowi wszystkich liczb {1,2,..., p—1}, elementéw jest
tyle samo, odwracalno$¢ a (mod p) gwarantuje, ze s3 rézne
o iloczyn elementéw drugiego zbioru jest réwny (p — 1)!,
modularnie (p — 1)! (mod p)
o iloczyn pierwszy rézni sie tylko czynnikiem aP~! mod p
o wiec czynnik ten réwna sie 1
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Funkcja Eulera ¢

o ¢(n) = liczba liczb a € {1,..,n — 1} takich ze NWD(a,n) =1
o tw. Euklidesa: istnieja wspdtczynniki k, ¢ takie, ze
k-a+{-n= NWD(a,n)
o czyli ¢(n) jest rzedem grupy multiplikatywnej Z*
—jeslin=p, to p(p) = p— 1 (tw. Fermata)
—jesli n = pk, to p(p*) = pk —pF1 = (1-2)-n
(nie s3 wzglednie pierwsze wielokrotnosci p: {p,2- p, ...  pk— p})
— ogdlnie ¢(n) = n- iloczyn (1 — %) po wszystkich dzielnikach
pierwszych n (chinskie tw. o resztach)
— wazny przypadek ¢(p-q) = (p—1)- (¢ —1)
—np. ¢(26) = p(2-13) =12
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Teoria liczb Twierdzenie Fermata i Eulera

Tw. Fermata, przyktady

o przyktad: 210 =1 (mod 11)
stad 2123456789 = 29 = 6 (mod 11)
0 a°%0 = 3% = 1 (mod 3) poniewaz 560 = 0 (mod 2)
a%%0 = 30 = 1 (mod 11) poniewaz 560 = 0 (mod 10)
a%0 = 30 = 1 (mod 17) poniewaz 560 = 0 (mod 16)
wiec a°% = 1 (mod 561) (chiriskie tw. o resztach, 561 = 3 - 11 - 17)
o prawie zawsze 2"~! =1 (mod n) implikuje, ze n jest liczba pierwsza
— 561 jest wyjatkiem, dowolne a spetnia a”~! = 1 (mod n)
— test pierwszosci: szybkie potegowanie w celu sprawdzenia czy
a"! =1 (mod n), dla réznych wartosci a zaczynajac od a = 2
— jesli nie ma réwnosci, to liczba nie jest pierwsza
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Twierdzenie Eulera

o tw.: Jedli NWD(a, n) = 1, to a#(" = 1 (mod n)

o mate tw. Fermata jest przypadkiem szczegdlnym

o whniosek: jesli NWD(a,n) =1, x =y (mod ¢(n)), to a* = a¥
(mod n)
— tzn. dziatania mod n mozna zastapi¢ dziataniami mod ¢(n)
w wyktadniku
— przykfad: 243210 = 210 = 10 (mod 26), bo ¢(26) = 12,
43210 = 3600 - 12 + 10 oraz 2'% = 1024 = 39 % 26 + 10
— albo: 3*%0789 — 39 — 1 (mod 26), bo ¢(26) = 12,
456789 = 38065 - 12 + 9 oraz 3% = 19683 = 757 % 26 + 1

Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26

8/9



Teoria liczb RSA

Kryptografia klucza publicznego: RSA

o Duze liczby pierwsze p oraz g (co najmniej 500 bitowe)
~N=p-q oN)=(p—1)-(g—1)
— wybieramy e € Z},, w zasadzie losowe < N wystarczy, szansa, ze
jest wielokrotnoscia p lub g jest zaniedbywalnie mata
— dla e znajdujemy d takie, ze e- d =1 (mod ¢(N))
w tym celu wykonujemy algorytm Euklidesa dla e oraz ¢(N)
— klucz publiczny (N, e), klucz prywatny (N, d)
— E((N,e),m) = m® (mod N), D((N,d),c) =c (mod N), me Z%,
(szansa, ze m nie bedzie spetnia¢ warunku jest zaniedbywalnie mata)
o Uzasadnienie:
D((N,d), E((N,e), m)) = D((N, d), m® (mod N)) =
(m®)? (mod N) = m(ed) (mod (M) (mod N) = m' (mod N) = m
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