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Algebra Boole'a

Algebra Boole’a — gtéwny przyktad

o B=2,1tj. B={0,1}, dziatania —: B — B oraz A, v : B2 > B
zdefiniowane tabelkami

plallprg plallpva
pll —p o[o] o olo] o
0l 1 o[1] o0 ol1] 1
1 0 10| o 1/0] 1
111] 1 1/1] 1

o interpretujemy jako wartosci logiczne:
prawda: 1, fatsz: 0, negacja: —, koniunkcja: A i dyzjunkcja: v

o logika zdan: p, q, ... — zdania, ktére maja wartos$¢ logiczna, prawda
lub fatsz
operatory —, A, v stuza do budowy dalszych zdan
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Wyktad 12

Algebra Boole'a

x AND y x XORy xORy NOT y NOT x
dwusetna rocznica urodzin X1.2015
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Algebra Boole’a Algebra Boole'a — prawa

Algebra Boole’a — prawa

o zeroijedynka: 0Ap=0,0vp=p, lAap=p 1lvp=1 —-0=1,
-1=0

o idempotentno$¢: —=(—p) =p, pAp=p,pVvp=p

0 negacja: pA —p=0,pv-p=1

o przemienno$¢: p A g = g A p, i podobnie dla v

o faczno$¢: p A (g A r)=(p A q) A r, i podobniedla v

o rozdzielno$¢ obu dziatan:
pAr(gvr)=(pnrq)v(pnar)
pvigar)=(pvaq Apvr)

o pochtanianie: (pAgq)vp=p (pvg Ap=p

o prawa de Morgana: —=(p A q)=—pv —q, =(pv q) = —p A —q
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Algebra Boole’a — drugi gtéwny przyktad

Algebra Boole'a

Algebra Boole’a — prawa

o dany zbiér A, rozpatrujemy jego podzbiory B = 24

© mozemy zinterpretowal wszystkie powyzsze dziatania

Andrzej M.

s 0=, 1=A
o =X = A\X

o XAY=XnY, XvY=XuY

spetnione sg wszystkie prawa algebry Boole'a

zauwazmy, ze X € Y wtedy i tylko wtedy, gdy X n Y = X wtedy

i tylko wtedy, gdy X v Y =Y

diagramy Venna

y X

y

XNy

XUy

—X

zrédfo: wikimedia.org/wiki/File:Vennandornot.svg
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Algebra Boole'a

Matematyka dyskretna

Algebra Boole’a — inne podejscie

Andrzej M.

dla algebry Boole'a B definiujemy relacje porzadku na elementach:

Definicja aksjomatyczna

p < q wtedy i tylko wtedy, gdy p A g =p

sem. zimowy 2025/26

dla algebry B = 2 niewiele elementéw jest w relacji: 0 < 1

dla algebry Boole'a podzbioréw ten porzadek to X < Y

wowczas p A g to najwieksze r takie, ze r < p, q

dw:pArg<pbo(pArg)Anp=pAagq, podobniepArg<gqg

niech r < p,qczyliranp=ranq=r,wéwczas r A (pAq) = r

podobnie p v g to najmniejsze r takie, ze p,qg < r

0 to najmniejszy element w B, a 1 jest najwiekszy

mozna zaczy¢ definicje od zbioru uporzadkowanego,

zadac¢ istnienia elementéw 0, 1, pA g, p Vv g j.w.
zadad operacji — i spetnienia praw algebry Boole'a
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Algebra Boole'a Definicja aksjomatyczna

Algebra Boole’a — definicja aksjomatyczna

Andrzej M.

definicja: zbiér B, state 0,1 € B, dziatania —: B — B oraz

A, Vv 1 B2 — B, takie, ze spetnione s3 podane wyzej prawa
mozna oszczedniej definiowaé: zero, negacja, koniunkcja,
OAp=0,pA—p=0,~0Ap=p, ——p=p, pAp=p,
przemienno$¢, tacznosé i rozdzielnosé

definiujemy 1 = =0, pv g = =(—p A —q)

inne prawa mozna udowodni¢, np. pochfanianie:
pviprg)=(parl)v(prqg =par(lvg =pal=p
wiele pomystéw na oszczedne zdefiniowanie dziatan i aksjomatoéw,
niewygodnych cztowieka, sensownych w innych celach
twierdzenie Stone'a: kazda algebra Boole'a jest izomorficzna z algebra
Boole'a zbioréw, czyli podalgebra 24 dla pewnego A

a skoficzona jest nawet izomorficzna z catym 24 dla pewnego A
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Algebra Boole'a  Wyrazenia boolowskie

Wyrazenia boolowskie

© © o o

Andrzej M.

wyrazenia buduje sie ze zmiennych, statych, operacji, nawiaséw
state: 0i 1
operacje —, A, Vv i pochodne, np. @, =, <
nawiasy mozna opuszczac przyjmujac site wigzania, najbardziej wigze
negacja, A bardziej niz v
uzywa sie tez wielu innych notacji

o negacja: X, —x, !x, ~x

o koniunkcja, tak jak mnozenie: x - y, xy

o dyzjunkcja jak dodawanie: x + y
przyktady wyrazen: (X + Y)Z, (X +Y)Z- XY +Z, W U)® —~V
wyriienia mozna interpretowac w réznych algebrach, np. w 2, albo
w 2
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Algebra Boole'a Funkcje o wartosciach boolowskich

Funkcje o wartosciach boolowskich

o dana algebra Boole'a B i zbiér X

@ na zbiorze funkcji X — B okre$lamy dziatania , po wspdtrzednych”
0(x)=0,1(x)=1

(=p)(x) = —~(p(x))

(p A aq)(x) = p(x) A q(x), (pva)(x) =p(x) va(x)
podobnie inne operacje, np. ®

©

©

©

©

o w ten sposéb X — B staje sie tez algebrag Boole'a
o np. 24 = A — 2, podzbiér jako funkcja charakterystyczna
o xg(a) =0, xa(a) =1
o x-v(a) = —xv(a)
° xvuz(a) = xv(a) v xz(a), xv~z(a) = xv(a) A xz(a),
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Algebra Boole’a  Algebra Boole'a — inne operacje

Wtasnosci innych operacji

o xor:
przemienno$¢: pAqg=qgdDp
taczno$¢: (p@®q) ®Dr=p@d (gD r)
o rozdzielno$¢ A wzgledem @: p A (gD r)=(pArq) @D (pAr)
ale analogiczna wtasno$¢ dla v nie zachodzi

o zero i jedynka: p@0=p, p@®1l=—p, p®p=0,pP—-p=1
o wszystkie operacje mozna zdefiniowaé w oparciu o funktor Scheffera

(NAND):

o —p=nplp

o pAq=(plg)lplg)

o pvq=(plp)l(qlq)
o réwniez NOR ma te wtasnos¢

©

©

(]

o i zadna inna pojedyncza operacja nie jest wystarczajaca
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Algebra Boole’a  Algebra Boole'a — inne operacje

Inne operacje w algebrach Boole’a

o réznica (dopetnienie): p\qg = p A —q

o implikacja: p=qg=—pv g

o alternatywa wykluczajaca (xor): p@g=pA—qgVv —-pAq

o réwnowazno$é: p< qg= (p=q) A (g=p) czyli =(pP q)

o funktor Scheffera (bramka NAND): p|g = —(p A q)

o bramka NOR: —(p v q)
plallp\ plall p=q p|aql pPqg plal rlg
0[O0 O 00 1 00 0 010 1
01 0 01 1 01 1 01 1
10 1 110 0 10 1 110 1
11 0 1)1 1 11 0 1)1 0

o i to wtasciwie wszystko, pozostaja jeszcze rzuty (p, q) — p,
(p,q) — q, state (p,q) — 0 i ich negacje
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Algebra Boole’a  Algebra Boole'a — inne operacje

Réwnosci w algebrze Boole’a

o dane s3 dwa wyrazenia boolowskie U i W, pytamy czy w algebrze
Boole'a A — B zachodzi réwnos$¢ U = W

@ odp.: na pewno zachodzi, jesli sprawdzimy réwnos$¢ dla algebry B —
dziatania w A — B s3 po wspdtrzednych

o kazda algebra Boole'a jest podalgebrg A — 2

o wniosek: wystarczy badaé warto$é wyrazen boolowskich w 2
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Algebra Boole'a Algebra Boole’a — inne operacje

Przyktady

czyp+(q®r)=(p+q) @(p+r)?

pPlq|pP-q|p+pq p|q|r| q®r|Lew | p+q|p+r| Pr
00 0 0 01010 0 0 0 0 0
0|1 0 0 01011 1 1 0 1 1
110 0 1 0[1|0 1 1 1 0 1
11 1 1 0j1(1 0 0 1 1 0
1700 0 1 1 1 0
réwnos¢ zachodzi 110l1 1 1 1 1 0
1{11]0 1 1 1 1 0
1111 0 1 1 1 0

nie ma rozdzielnosci dodawania wzgledem @
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Zastosowania algebr Boole'a  Zastosowania algebr Boole'a

Zastosowania algebr Boole’a, c.d.

o ciagi bitéw = funkcje o wartosciach boolowskich, n — 2
o operacje ,,po wspdtrzednych” (bitwise)
o przesuniecia, z obcieciem, z przeniesieniem, cyklicznie
o sh(u)(x) = u(x — 1) i trzeba wyjaéni¢ coz x =0, n
o grafika komputerowa: piksel jest ciggiem bitéw
o operacje na pikselach s3 wyrazone jako operacje boolowskie
o hasta w wyszukiwarce
o mozna zadac wystapienia wszystkich: koniunkcja
o mozna zada¢ co najmniej jednego: dyzjunkcja
o mozna zada¢d, by te hasta nie wystapity (negacja dyzjunkgji)
o ,full Boolean logic" — wyszukiwarka pozwala wpisywa¢ dowolne
wyrazenia logiczne
o na ogdt sa posrednie mozliwosci
Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty
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Zastosowania algebr Boole'a Zastosowania algebr Boole'a

Zastosowania algebr Boole’a

o logika zdan: wartosci logiczne i operacje na nich
o teoria zbioréw: zbiory i operacje na nich

o obwody elektryczne: przetacznik, ma wartos$¢ logiczna ,,przewodzi”,
»nie przewodzi"

o bramki logiczne: negacja, podwdjna negacja

o AND, OR, XOR, ich negacje

o wszystkie dadza sie wyrazi¢ bramka NAND

o prawa algebry Boole'a — upraszczanie obwodéw przetacznikéw

> D D
> D D>

negacja, and, or, xor
oraz ich negacje

o
>_

negacja negacji jest buforem,
nie zmienia wartosci sygnatu
ale opd6znia lekko
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Zastosowania algebr Boole’a  Wyrazenia boolowskie w jezykach programowania
Wyrazenia boolowskie w jezykach programowania
o jezyki oparte na C:
o wartosci logiczne: fatsz — liczba zero, pusty napis
prawda — dowolna liczba czy napis inne niz fatsz
o negacja: !
o koniunkcja: &&, dyzjunkcja: ||
o réwnos¢ argumentéw: if (x==y)
uwaga: if (x=y) ma znaczenie i to catkiem inne niz réwnos¢
o poréwnania: <=, >=, I=
o przesuniecia: x«n pomnozenie przez 2"
x»n podzielenie przez 2"
o operacje na ciagach bitéw: &, |, xor: ~
o patrz: wikipedia.org/wiki/Bitwise_operations_in_C
o uwaga: a & b == c bedzie rozumiane jako a&(b==c)
15/22 Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty Matematyka dyskretna sem. zimowy 2025/26 16 /22
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Zastosowania algebr Boole'a  Wyrazenia boolowskie w jezykach programowania

Dziatania na bitach w C

int main(){
printf (" 3
printf(" 3
printf(" 3 &
printf(" 3 |
printf(" 3
return O0;

}

wypisze na ekranie

38 —6=1

3 ] 6=1

3& —6=2

3| —6=-5

37 —6=-7

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty

6 = %d\n", 3 && —6);
6 = %d\n", 3 || —6);
= %d\n", 3 & —6);
= %d\n", 3 | —6);
= %d\n", 3 7 —6);
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Funkcje boolowskie

Przyktady funkcji boolowskich

o kazda funkcja boolowska jest jednoznacznie opisana tabelka wartosci,
np. arbitralna funkcja f : B> — B

o funkcja progowa T : B" — B odpowiada na pytanie
»CZy €O najmniej k argumentéw jest 17"

plalr|flpg,r)
0(0]0 0
0(0]1 1
0[1]0 0
011 1
1100 0
1101 0
11110 1
1111 0

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty

plalr| T3p.qr)
0/0]0 0
0/0]1 0
010 0
011 1
1]10]0 0
101 1
1010 1
1011 1
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Funkcje boolowskie

Funkcje boolowskie

funkcje postaci f : B" — B gdy B =2

n = 0: dwie state

n = 2: dziatania w algebrze Boole'a, jest ich 2% = 16

)
)
o n = 1: identyczno$¢, negacja i state
)
)

kazde wyrazenie boolowskie wyznacza funkcje boolowska

o ta sama funkcja ma wiele wyrazen

o np. p= g oraz —p Vv q wyznaczaja te samg

funkcje f

o kazde dwa wyrazenia Wi V/, ktérych
rowno$¢ udowodnimy wyznaczaja te sama

funkcje

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty

Funkcje boolowskie  Postaci funkcji boolowskich

Specjalne postaci funkcji

Matematyka dyskretna

plql flp.q)
0/0 1

0|1 1

1]0 0

1)1 1

sem. zimowy 2025/26 18/22

o warto wyrazi¢ funkcje boolowska za pomocg wyrazenia

o ale nie ma jednoznacznego sposobu

o dla funkcji progowych mozna rozumowa¢ nastepujaco

o koniunkcja xj1 A Xj2 ... A Xjx zachodzi jesli te wtasnie zmienne

maja wartos¢ 1

o dyzjunkcja wszystkich mozliwych wyboréw k sposréd n
zmiennych bedzie zachodzi¢, jedli istnieje kK zmiennych o wartosci

1

o TP =p+q+r, T3=p-q+p-r+q-r, T3=p-q-r

o w przypadku ogdlnym rozwazamy dwa rodzaje znormalizowanych

wyrazen dla funkgji:

dyzjunkcyjna posta¢ normalna, DNF oraz

koniunkcyjng posta¢ normalng, CNF

Andrzej M. Borzyszkowski (Instytut Informaty
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Funkcje boolowskie  Postaci funkcji boolowskich

Dyzjunkcyjna posta¢ normalna DNF

o f =\/; K; a kazde K jest koniunkcjg zmiennych i ich negacji
(w kazdym sktadniku wystepuja wszystkie zmienne)
o algorytm budowy:
o w tabelce wartosci funkcji szukamy wierszy z wartoscig 1
o dla kazdego wiersza definiujemy sktadnik xj - x5 - ... - x;;, gdzie
x® = Xx jedli warto$¢ zmiennej x jest 0
o funkcja jest dyzjunkcja takich koniunkgcji
o np. dla wczeséniejszej funkcji f = pgr + pqr + pqr
o wiersze niewymienione we wzorze beda dawac warto$¢ 0, bo
w kazdym sktadniku ktéras ze zmiennych nie bedzie pasowad
i koniunkcja bedzie réwna 0
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Funkcje boolowskie  Postaci funkcji boolowskich

Koniunkcyjna posta¢ normalna CNF

o pojecie dualne do DNF
o f = /\;Dij, kazde D; jest dyzjunkcja zmiennych i ich negacji
algorytm budowy:

©

o w tabelce wartosci funkcji szukamy wierszy z wartoécig 0
o dla kazdego wiersza definiujemy czynnik xi + x5 + ... + X}, gdzie
x& = x jesli wartos¢ x w tym wierszu jest 1
o funkcja jest koniunkcja takich dyzjunkcji
o np. dla wczedniejszej funkgji
f=(p+q+tr) -(p+qg+r) -p+q+tr) -(P+q+7)-(P+q+T7)
o wiersze niewymienione we wzorze beda dawac warto$¢ 1, bo
w kazdym czynniku ktéras ze zmiennych bedzie réwna 1 i dyzjunkcja
bedzie tez réwna 1
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