Najdtuzszy Wspolny Podciag (Longest Common Subsequ-
ence)

Jest to przyktad algorytmu ilustrujacego metode programowania dy-
namiczneqgo.
Dane: ciagi X = x1,T9,...,Ty 0TaZ Y = Y1, Y2, - - -, Yn.

Wynik: ciag Z = 21, 2o, ..., 2 ktory jest podciagiem zaréwno ciagu
X jak 1Y i to najdtuzszym podciagiem o tej wlasnosci (znajdujemy
tylko jeden podciag).

Przyktad:
X = aabbcc
Y = abacb

Najdtuzszy wspolny podciag X 1Y: aab

ale tez: abb abc aab

Najprostsza strategia szukania NWP: wygenerowaé¢ wszystkie pod-
ciagi X 1 zaczynajac od najdtuzszych sprawdzac, ktory jest rowniez
podciggiem Y. Ztozono$é pesymistyczna wyktadnicza bo podciagdéw
X jest 2™,



Przeanalizujmy problem

Niech X = 21,29, ..., 2,. Wtedy X; oznacza ciag z1, xo, . . ., x;, czyli
poczatkowy fragment ciagu X do pozycji ¢ wlacznie.
(Xo oznacza ciag pusty a X,, = X)

Skrot NWP oznacza: “najdtuzszy wspolny podciag”
Stwierdzenie Niech X = x1,29,..., 2, Y = y1,¥2, ..., ¥y, 1 niech
Z =21, 29, ...,2 bedzie dowolnym NWP X 1 Y. Wtedy
1. jezeli x,, = yn to 2 =2, = yp 1 L1 jest NWP X, 11Y,_ 1.
2. jezeli @y, # yp 1 2k # Ty to Z jest NWP X, 11Y.
3. jezeli @y, # yp 1 2k # yp to Z jest NWP X 1Y, 4.

Dowod

X:Xm:xlax%"')xm—laxm

Y = Yn: Y1,Y2, - - - s Yn—1,Yn
Z:Zk: Ry Ry vy Rlk—1,y Rk



To uzasadnia nastepujacy algorytm

LCSr(X,,,Y,)
if m==0 or n==0
return pusty cigg
if 2 == Yn
return LCSr(X,,_ 1,Y,_1) +
else
Zl = LCSI’(Xm_l,Yn)
Zy = LCSr(X,,,Y,-1)
return dtuzszy sposSrdéd Z;, Zo



Zlozonos¢ pesymistyczna LCSr jest niestety wyktadnicza.

LCSY (Xm, ¥Yn)
(Xm-1,¥n) (Xm,¥n-1)
/ \ J
(Xm-2,Yn) (Xm-l,Yn 1) (Xm-1,¥n-1) (Xm,¥Yn-2)
(Xo,Yn)
(Xo,Y0)

Drzewo rekursji do poziomu min(m,n) jest pelnym drzewem binar-
nym, jezeli ciagi X i Y nie maja wspolnych znakow. Wywotan reku-
rencyjnych jest ©(2™(™™)  Dgzieje sie tak, bo wielokrotnie powta-
rzamy te same obliczenia.



Idea efektywnego rozwiazania. Organizujemy obliczenie tak, zeby
tlko raz liczy¢ powtarzajace sie obliczenia i spamietywac ich wyniki do
ponownego wykorzystania. Takie organizowanie obliczenia nazywamy
wtasnie programowaniem dynamicznym.

Dla i=20,1, ..., moraz j =0,1, ..., n wyliczymy dtu-
gos¢ NWP(X,;,Y;) i zapamietujemy te wartos¢ w tablicy (dwuwy-
miarowej) c[i,j] .

Azeby wyliczy¢ cli,jl wystarczy wiedziec¢ jakie s x; i y; oraz znac
wartosci  cl[i-1,j-1]1, cli-1,j], cli,j-1].
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Najdtuzszy Wspdlny Podciag (wersja iteracyjna)

Ciagi wejsciowe indeksowane od pozycji 1, czyli
x[1], x[2], ... , x[m]

y[1], y[2], ... , yln].

Tablice ¢, b indeksowane od O .

w cli,j] wyliczymy diugos¢ NWP(X,,Y;)

LCS-Length(x,y)
m = x.length

n = y.length

for i = 0 tom
cl[i,0] =0

for j =1 ton
cl0,j1 =0

for i =1 tom
for j =1 ton

if x[i]l==y[j]
cli,jl = cli-1,j-1]+1
b[l,J] = II\II

else if cli-1,j] >= cli,j-1]
cli,jl = cli-1,j]
b[i,j] = "I"
else
cli,j] = cli,j-1]
bli,]]

return b,c



Drukowanie wyniku

PrintLCS(x,b,1,j)
if i==0 lub j==0
return
if bli,j] == "\"
PrintLCS(x,b,i-1,j-1)
drukuj x[i]
else if bl[i,j] == "|"
PrintLCS(x,b,i-1,3)
else
PrintLCS(x,b,i,j-1)



Stwierdzenie Ztozonos$¢ pesymistyczna znalezienia i wypisania naj-
dtuzszego wspolnego podciagu ciggéw o dtugosciach m i n, przy za-
stosowaniu metody programowania dynamicznego jest ©(mmn).

Uwaga Mozna nie uzywaé¢ pomocniczej tablicy b a wylicza¢ na
biezaco jej zawarto$ci na podstawie x 1 y



Wersja rekurencyjna ze spamietywaniem

LCS-Rec(x,y)
m = x.length

n = y.length
for i =1tom
for j=1ton
cli,jl= INFINITY

for i =1 tom

cli,0] =0
for j =0 ton
cl0,j]1 =0

LCS-Lookup(m,n,c,b)
return b,c

LCS-Lookup(i,j,c,b)
if c[i,j]<INFINITY
return cli, j]
if x[il=y[j]
c[i,j] = LCS-Lookup(i-1,j-1,c,b)+1
b[i,j] = "\"
else cl = LCS-Lookup(i-1,j,c,b)

c2 = LCS-Lookup(i,j-1,c,b)
if ci1>=c2 // czyli cli-1,j] >= cli,j-1]
cli,j] = c1
bl[i,j] = "[|"
else
cli,j] = c2
bli,j] = "-"

return cli, j]



