Algorytm Kruskala - pseudokod

Kruskal (G, w)

// G=(V,E) - graf nieskierowany

// V - zbidr wierzchotkdw

// E - zbidér krawedzi

// w - funkcja wag dla krawedzi

// znajduje drzewo spinajace graf G posiadajgce minimalng wage

dla kazdego wierzchotka v
Makeset (v)
sortuj zbidér krawedzi E niemalejaco wediug wag krawedzi
dla kazdej krawedzi (u,v), niemalejaco wedtug wag krawedzi
ru = FindSet (u)
rv = FindSet (v)
if ru !'= rv
wypisz krawedz (u,v) // nowa krawedZ drzewa spinajacego graf G
Union(ru,rv)



Algorytm Kruskala - pseudokod dla nieco konkretniejszej,
tablicowej reprezentacji grafu

Wierzchotki grafu sg numerowane kolejnymi liczbami 0,1,2, ..., i1lW — 1
gdzie 1lW to ilo§é wierzchotkéw. Tworzymy rodzine zbiorow zawie-
rajacych te wierzchotki: V bedzie tablicg wskaznikow do weztow
reprezentujacych elementy tych zbiorow, czyli V[i] to wezet repre-
zentujacy wierzchotek o numerze 1 .

Krawedzie grafu beda przechowywane w tablicy E ktorej elemen-
tami sa struktury posiadajace pola u,v,waga , gdzie u,v to nu-
mery wierzchotkow bedacych koncami krawedzi, a waga to waga
krawedzi.

Kruskal (ilwW, ilK, E)
// 1lW - ilo8¢ wierzcho1kdw; wierzchotki: 0,1,2,...,11W-1
// ilK - ilo§¢ krawedzi
// E - tablica krawedzi
// V - tablica wskaznikdéw do elementdw zbiordw
for i=0 to i1lW-1
V[i] = Makeset (i)
sortuj tablce E niemalejgco wedtug wag krawedzi
for i=0 to i1lK-1
ru = FindSet (V[E[i] .u])
rv = FindSet(V[E[i].v])
if ru !'= rv
wypisz krawedz E[i] // nowa krawedZz drzewa spinajacego graf
Union(ru,rv)



Stwierdzenie Jezeli w algorytmie Kruskala zastosujemy drzewiasta
reprezentacje zbioréw z ranga i kompresja $ciezek to algorytm ten ma
ztozonos¢ pesymistyczna O(elge), gdzie e to ilogé¢ krawedzi w grafie.

Dowdd Przypomnijmy algorytm

Kruskal (G,w)
dla kazdego wierzchotka v
Makeset (v)
sortuj zbidr krawedzi E niemalejgaco wedlug wag krawedzi
dla kazdej krawedzi (u,v), niemalejaco wedtug wag krawedzi
ru = FindSet (u)
rv = FindSet (v)
if ru !'= rv
wypisz krawedz (u,v) // nowa krawedz drzewa spinajacego graf G
Union(ru,rv)

Niech e oznacza ilosé krawedzi w grafie a v ilos¢ wierzchotkow.
Sortowanie krawedzi: ©(elge)
Wypisywanie krawedzi, porownania ru !'= rv: O(e)

Pozostate operacje to operacje na rodzinie zbioréw roztacznych:
v operacji Makeset , v + 3e wszystkich operacji:

O((v+ 3e) - a((v+3e,v)) = Ofe)

Zatem czas pesymistyczny to ©(elge) (sortowanie krawedzi jest naj-
bardziej czasochtonnym fragmentem algorytmu).



Stwierdzenie Algorytmie Kruskala znajduje drzewo spinajace o mi-
nimalnej wadze.

Dowdd Niech A oznacza zbiér dotychczas wypisanych krawedzi w
trakcie dziatania petli po krawedziach grafu. Pokazujemy, ze nie-
zmiennikiem petli po krawedziach grafu jest: istnieje drzewo spina-
jace T o minimalne] wadze, ktorego krawedzie to wszystkie krawedzie
ze zbioru A 1 pewne krawedzie dotgd nie zbadane.

Gdy w petli po krawedziach grafu bierzemy kolejng krawedz  (u,v)
to sa trzy mozliwosci:

(1) FindSet(u) == FindSet(v)

Takiej krawedzi nie wypisujemy, czyli nie doktadamy do zbioru A, ale
tez nie moze by¢ ona krawedzia drzewa spinajacego bo taczy wierz-
chotki miedzy ktorymi juz jest potaczenie przez krawedzie z A, wiec
nie moze naleze¢ do drzewa T'. Niezmiennik jest zachowany.

(2) FindSet(u) != FindSet(v) i (u,v) nalezy do T

Taka krawedz wypisujemy, czyli doktadamy do zbioru A a poniewaz
nalezy ona do T’ to niezmiennik jest zachowany.

(3) FindSet(u) != FindSet(v) i (u,v) nie nalezy do T

Taka krawedZ wypisujemy, czyli doktadamy do zbioru A. Spraw-
dzimy, ze wowczas istnieje inne drzewo spinajace 7" o minimalnej wa-
dze, ktore zawiera wszystkie krawedzie ze zbioru A i pewne krawedzie
dotad nie zbadane czyli dla ktérego zachowany jest niezmiennik.



*«., T (czerwone i przerywane linie)
-

T=(T-{uvhuk

(u,v) sa potaczone $ciezka w drzewie T' wiec musi byé¢ krawedz k£ na
Sciezce w drzewie T, ktora wychodzi ze zbioru, do ktorego nalezy u. T"
uzyskujemy usuwaj¢ z T krawedz k a dolaczajac krawedz pro(u,v).
Waga  (u,v) jest nie wieksza niz waga k, wiec waga T’ jest nie
wicksza niz waga T'. Zatem T” tez jest drzewem o minimalnej wadze.

Uwaga Algorytm Kruskala to algorytm realizujacy strategie zachtanna.
Zachtanny wybor to wybieranie krawedzi w kolejnosci niemalejacych
wag, czyli zawsze bierzemy do sprawdzenia krawedZ o najmniejszej
wadze sposrod krawedzi, ktore jeszcze mamy do sprawdzenia.



