Przechodzenie grafow



Graf jest to para zbiorow
zbior wierzchotkow V
zbior krawedzi E

G=(VE)

Krawedz, to
dla grafu nieskierowanego: dwuelementowy zbior wierzchotkow
dla grafu skierowanego: para wierzchotkow

w jednym i w drugim przypadku krawedzie zapisujemy jako pary (v, w)
(matematyczny zapis dla grafu nieskierowanego powinien byc {v, w},
ale utart sie zapis (v, w) i w tej sytuacji)



Przyktad: G =(V,E)

V=40, 1, 2, 3, 4, 5}
E={(Ol]‘)l (112)1 (114)1 (215)1 (213)1 (315)
(314)1 (415)1 (410)}
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reprezentowanie graféw W programach
- lista wierzchotkow i krawedzi, jak w poprzednim przykfadzie

- tablica sasiedztw (graf nieskierowany)
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- tablica sasiedztw (graf skierowany)
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- lista sasiedztw (graf nieskierowany) [ 4
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- lista sasiedztw (graf skierowany)

1 > 9 0| —>1
/v / 1|—>2 —>4
5 2|—>5—>3
0 / \ 3| —>4 —>5
\V 3 4, —>5 —>0
4 < 5 —> NIL




Przyktad zastosowania przeszukiwania grafow

- obejsc wszystkie pola osiaggalne z danego pola (ruchy: gora, dot, lewo,
prawo)

- pokolorowac roztaczne obszary na rozne kolory



przechodzenie grafow w gtab
(depth first search)

oznaczenia: niech v bedzie wierzchotkiem
wtedy

V.nr  oznacza numer wierzchotka
v.Adj to lista sasiedztwa dla v
v.visited informacja boolowska, czy wierzchotek juz byt
odwiedzony w czasie przeszukiwania grafu
V.p wierzchotek, z ktorego doszlismy do wierzchotka
v W trakcie przeszukiwania grafu



przechodzenie grafow w gtab

dfs(V,u)
// V - lista wierzcholkéw grafu
// u - wierzcholek startowy
// przeszukujemy graf w giab zaczynajac od wierzchoilka
// startowego u
print u.nr
u.visited = True
for v in u.Adj

if v.visited == False
V.p=u
dfs(V,v)
1 2
de(V,V[O]): / /
5

0, 1, 2, 5, 3, 4 0
pi: 0 1 2 5 3 \/




krawedzie postaci (v.p, v) tworza drzewo spinajace graf,
nazywane tez drzewem rozpinajacym graf (drzewo pszeszukiwan
w gtab)

dfs(V,V[0]):

Ve o, 1, 2, 5, 3, 4
v.p: 0 1 2 5 3
dfs (0) 1 2
dfs (1)
dfs (2) / /
dfs (5) 0 5
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graf moze by¢ niespdjny
wtedy dfs(0) zwroci tylko 0,1,4

Przeszukanie catego grafu:

dfs (V)
// V - lista wierzcholkéw grafu
// przeszukujemy graf w giab
for v in V
if v.visited == False
dfs(V,v)



przechodzenie grafow wszerz
(breadth first search)

bfs(V,s)

// V - lista wierzcholkdéw grafu; s - wierzcholek startowy

// przeszukujemy graf wszerz rozpoczynajac od wierzcholka
// startowego s

s.visited = True
enQueue(Q,s)
while notEmpty (0Q)
u=deQueue (Q)
print u
for v in u.Adj
if v.visited==False
v.visited=True
V.p=u
enQueue (Q,Vv)



krawedzie postaci (v.p, V) znowu tworza drzewo
spinajace graf (drzewo pszeszukiwan wszerz)

bfs(V,V[0]):

ve 0, 1, 4[ 2! 3’ 5
Q: [0] [1,4] [4,2] [2,3,5] [3,5] [3] I]
p: 0,0 0,1 1,4,4 4,4 4
1 2
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graf moze byc niespojny
wtedy bfs(0) zwroci tylko 0,1,4

Przeszukanie catego grafu wymaga
wielokrotnego wywotania bfs ()

bfs (V)
// V - lista wierzcholkéw grafu
// przeszukujemy graf wszerz
for v in V
if v.visited == False
bfs(V,v)




przechodzenie grafow w gtab
(wersja nierekurencyjna, ze stosem)

def dfs(V,s)
// V - lista wierzcholkéw grafu; s - wierzcholek startowy

// przeszukujemy graf wszerz rozpoczynajac od s w giab
// startowego s

s.visited = True
push (S, s)
while notEmpty(S)
u=pop (S)
print u
for v in u.Adj
if v.visited==False
v.visited=True
V.p=u
pop(S,vVv)



ztozonosc pesymistyczna

dla grafu G = (V,E) oznaczmy przez V i E rozmiary zbiorow Vi E

Stwierdzenie Zfozonosc pesymistyczna przechodzenia grafu w glab i
wszerz jest O(V+E)

Dowdd Kazdy wierzchotek tylko raz zaznaczamy jako odwiedzony
(v.visited=True) i tylko wtedy wywotujemy rekurencyjnie dfs /

wstawiamy go do kolejki / wktadamy na stos. Zatem ilosc wywotan
rekurencyjnych / obrotow petli while jest O(V).

Sumaryczna ilosc wykonan ciafa petli for v in u.Adj jest nie wieksza
niz E



silnie spojne sktadowe grafu
skierowanego

Definicja. Silnie spojna sktadowa skierowanego grafu jest maksymalny
zbior wierzchotkow U taki, ze dla kazdych dwoch wierzchotkow u, v
nalezacych do U istnieja w grafie sciezki z u do vi z v do u.
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Przypomnijmy przeszukanie catego grafu w giab:

dfs (V)
// V - lista wierzcholkéw grafu
// przeszukujemy graf w giab
for v in V
if v.visited == False
dfs(V,v)

dfs(V,u)
// V - lista wierzcholkéw grafu
// u - wierzcholek startowy
// przeszukujemy graf w giab zaczynajac od wierzchoilka
// startowego u
print u.nr
u.visited = True
for v in u.Adj
if v.visited == False
V.p=u
dfs(V,v)



Rozszerzamy funkcje dfs (V,u) o liczenie kolejnosci odwiedzania
(u.d) i zakonczenia przetwarzania (u . £) wierzchotkow grafu.

dfs(V,u)
// V - lista wierzcholkéw grafu
// u - wierzcholek startowy
// time - zmienna globalna
time = time+l // zwiekszenie licznika "czasu"
u.d = time // zapamietujemy czas odwiedzenia wierzchoika u
u.visited = True
for v in u.Adj
if v.visited == False
V.p=u
dfs(V,v)
time = time+l // zwiekszenie licznika "czasu"
u.f = time // zapamietujemy czas przetworzenia wierzchoika u



Teraz algorytm znajdowania silnie spojnych sktadowych grafu
skierowanego

Strongly-Connected-Components (V)
- wykonaj DFS(V) // wylicza u.f dla kazdego wierzcholka
- skonstruuj graf VT bedacy transpozycja grafu V
- wykonaj DFS(VT) przebiegajac petle gidéwna w kolejnoSci
malejacych u.f // (u.f wyliczone w DFS(V) powzej)
- uzyskane drzewa przeszukiwania w giab to silnie spdéjne skladowe
grafu V; wypisz wierzcholki tych drzew

Graf transponowany to graf uzyskany przez odwrocenie kierunku
krawedzi



przyktad
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dla grafu G = (V,E) oznaczmy przez V i E rozmiary zbiorow Vi E

Stwierdzenie Ztozonosc pesymistyczna algorytmu Strongly-
Connected-Components jest O(V+E)

Dowod.
przeszukiwanie grafow (wejsciowego i transponowanego)
w czasie O(V+E)

zbudowanie listy sasiedztw dla grafu transponowanego mozna zrobic w
czasie liniowym

w czasie pierwszego przeszukiwania grafu wejsciowego mozna zapisac
liste wierzchotkow w kolejnosci rosnacych czasow przetworzenia u. £

wypisywanie sktadowych spojnosci mozna zrobic w czasie drugiego
przeszukiwania grafu



Stwierdzenie Algorytm Strongly-Connected-Components
poprawnie wyznacza silnie spojne sktadowe w grafie skierowanym.

Dowad:

sktadowe silnej spojnosci sa takie same w grafie wejsciowym i w
transponowanym

niech C bedzie SSS (silnie spojna sktadowa) w grafie
oznaczmy f(C) = max{ u.f : ueC}

Wiasnosc. Jezeli C;, C2 sa SSS w grafie i jest krawedz
u; —> uz gdzie u;eC; uzeCy to f(Ci) > f(C>)



Wiasnosc. Jezeli C;, C2 sa SSS w grafie i jest krawedz
u; —> uz gdzie u;eC; uzeCy to f(Ci) > f(C>)

Dowod Wilasnosci.

C; C>

Niech v bedzie pierwszym odwiedzonym wierzchotkiemw C; U C;

() veC; to obejdziemy i zakonczymy C, zanim powrocimy do C;
(2) veC, to zakonczymy C, zanim wejdziemy do C;



Dowod Stwierdzenia.
Sprawdzimy, ze jezeli wywotujemy dfs(v), gdzie C jest SSS do ktore;
nalezy v, to df s(v) przejdzie przez dokfadnie wszystkie wierzchotki C

f(C) > f(C) > f(C2)

(1) obejdziemy wszystkie wierzchotki nalezace do C bo gdyby ktorys byt
juz wczesniej odwiedzony to v tez musiatby byc odwiedzony i nie
wywotywalibysmy dfs(v)

(2) nie wyjdziemy poza C, bo dla krawedzi u —> w wychodzacej z C
mamy f(C;) = z.f > v.f a wiec dfs(z) musiat byc juz wczesnie;
zrobiony, zatem w juz musiat byc odwiedzony. (dfs wywotujemy w
kolejnosci od najpozniej odwiedzonych w czasie pierwszego
przechodzenia w stab)



