B-drzewa

B-drzewa sa uogoélnieniem drzew poszukiwan binarnych. Wezty
maja wiekszy stopienn rozgalezienia niz 2, uporzadkowanie jest
podobne jak w drzewach poszukiwan binarnych. Wymagane jest
tez zrownowazenie drzewa.

Sa to struktury danych wykorzystywane w bazach danych (in-
deksy baz). Typowy rozmiar wezta jest zblizony do rozmiaru bu-
fora odczytywanego /zapisywanego przy jednym fizycznym odczy-
cie/zapisie na dysku.



Definicja. B-drzewo o stopniu minimalnym t¢:

1. (Struktura wezta.) Wezel x zawiera nastepujace informacje:

x.1n - ilos¢ kluczy zawartych w wezle x

x.key[1], x.key[2], ... , x.key[x.n] - klucze zawarte
w wezle x

x.leaf - warto$¢ boolowska: czy wezet x jest lisciem

x.c[1], x.c[2], ... , x.c[x.n+1] - "wskazniki" do synow
wezta x



2. (Porzadek.) Przy oznaczeniach jak w punkcie 1, niech do-
datkowo k; bedzie dowolnym kluczem w poddrzewie o korzeniu
x.c[i]. Zachodza nieréwnosci:

x.key[1] < xkey[2] < ... < xkey[x.n]
oraz

k1 < xkey[l] < ky < xkey[2] < ks <...<ky, <zxkey[xn| <k,

wezet x
x.key[1] | x.key[2] | .... | x.key[x.n]
x.cl1] x.c[2] x.c[x.n+1]
ki Ko Kx.n+1

3. (Rozmiar weztow.) Tlosé¢ kluczy w wezle réznym od korzenia
jest w zakresie od t — 1 do 2t — 1. Iloé¢ kluczy w korzeniu jest w
zakresie od 1 do 2t — 1.

4. (Zrownowazenie drzewa.) Wszystkie liscie drzewa sa na tym
samym pozlomie



Szukanie

Szukanie jest analogiczne jak w drzewach poszukiwan binarnych.
Musimy jednak uwzgledni¢ odczyty z dysku tych weztow, ktore
odwiedzamy.

Oznaczenia:
stopien drzewa
wezetl B-drzewa

t

X

x.n - 1lo8¢ kluczy w wezle x

x.leaf - czy x jest liSciem

x.k[i] - klucze w wezle x; i=1,2...(x.n)
x.c[i] - synowie wezta x; i=1,2...(x.nt+1)

BTreeSearch(x,k)
// szuka klucza k w poddrzewie o korzeniu x

1=1
while i<=x.n and k>x.k[i]
i=i+1
if j<=x.n and k==x.k{i]
return (x,1i)
if x.leaf
return NIL //klucza nie ma
else
DISK-READ(x.c[i])
return BTreeSearch(x.c[i], k)



Wstawianie

Definicje.

Wezel B-drzewa o minimalnym stopniu ¢ nazywamy petnym, jezeli
jest w nim 2¢ — 1 kluczy, czyli maksymalna mozliwa ilosc kluczy.

Wezet B-drzewa o minimalnym stopniu ¢ nazywamy minimalnym,
jezeli jest w nim minimalna mozliwa ilosc kluczy, czyli 1 klucz
w przypadku korzenia lub ¢ — 1 kluczy dla weztéow réznych od
korzenia.

Idea wstawiania

Nowy klucz wstawiamy do liscia drzewa zachowujac uporzadkowanie
kluczy, a wiec wedrujemy od korzenia Sciezka w dot drzewa, zgod-
nie z porzadkiem drzewa az dojdziemy do licia. Po drodze rozbi-
jamy wszystkie napotkane petne wezty (tacznie z korzeniem). Rozbity
wezel przestaje by¢ pelny. Pozwala to unikna¢ takiej sytuacji, ze
lis¢, do ktorego ostatecznie dojdziemy jest peiny.

I[stnieje alternatywny algorytm, w ktérym nie rozbijamy weztow
w czasie wedrowki w dot drzewa, ale dopiero wtedy, gdy okaze sie,
ze 1is¢ do ktorego ostatecznie dotarliémy jest pelny. Moze to jed-
nak spowodowaé cofanie sic w gore drzewa i rozbijanie kolejnych
przodkéw az do korzenia wtacznie.



Rozbijanie wezla

BtreeSplitChild(x,1i,y)
// rozbija wezetl y, ktory jest i-tym synem wezla x

utworz nowy wezel z // nowy wezet

z.leaf = y.leaf // z jest liSciem, jezeli y byt liSciem

z.n = t-1

for j=1 to t-1 // przepisujemy czesé kluczy do z
z.k[jl= y.k[j+t]

if not y.leaf
for j=1 to t // przepisujemy odpowiednich syndéw do z

z.cljl= y.cl[j+t]

y.n = t-1

for j = x.n+1 downto i+1 // robimy miejsce na nowego syna w X
x.c[j+1]= x.cl[j]

x.c[i+l] = z // z jest tym synem

for j=x.n downto 1 // robimy miejsce na nowy klucz w x

x.k[j+1]1= x.k[j]

x.k[i] = y.k[t] // Srodkowy klucz wezta y jest tym nowym kluczem

x.n = x.n+l

DISK-WRITE(y)

DISK-WRITE(z)

DISK-WRITE(x)



Wstawianie do poddrzewa, ktéorego korzen jest niepelny

B-TREE-INSERT-NONFULL(x,k)
// wstawia klucz k do poddrzewa o korzeniu x
// wezel x jest niepeiny (x.n < 2%t-1)
1=2x.n
if x.leaf // wstawiamy k do x zachowujac porzadek
while i>=1 and k < x.k[i]
x.k[i+1] = x.k[i]
i=1-1
x.k[i+1] = k
x.n =x.n+1
DISK-WRITE(x)

else // rekursywne zejScie w d6t drzewa
while i>=1 and k < x.k[i]
i=1-1
1= 1i+1

DISK-READ(x.c[i])
if (x.c[i]).n = 2%t - 1
B-TREE-SPLIT-CHILD(x,1i,x.c[i])
if k > x.k[i]
i = i+1
B-TREE-INSERT-NONFULL(x.c[i],k)



Wstawianie do B-drzewa

B-TREE-INSERT (T, k)
// wstawia klucz k do drzewa T
r = T.root
if r.n == 2%t - 1
utworz nowy wezeil s
s = T.root
s.leaf = FALSE
s.n =0
s.cl1] = r
B-TREE-SPLIT-CHILD(s,1,r)
B-TREE-INSERT-NONFULL(s,k)
else
B-TREE-INSERT-NONFULL(r,k)



Z1ozonosé czasowa

Stwierdzenie. B-drzewo stopnia minimalnego t zawierajace n

kluczy (n > 0) ma wysoko$¢ nie wiekszq niz log, "L

Dowadd. Analizujemy B-drzewo stopnia t o wysokosci h o najm-
niejszej mozliwie ilosci kluczy.

Poziom 0 (korzen): 1 wezel, ktory ma 2 synow i zawiera 1 klucz
Poziom 1: 2 wezly, ktore maja w sumie 2¢ synéw i zawieraja
2(t — 1) kluczy

Poziom 2: 2t wezlow, w sumie 2t synéw, kluczy 2t(t — 1)
Poziom 3: 2t? weztow, w sumie 2% synow, kluczy 2t%(t — 1)

Poziom h: 2¢"1 wezlow, kluczy 26" 71(t — 1)



Zatem sumaryczna ilos¢ kluczy n w drzewie o wysokosci h spetnia
warunek

n>1+20t—-1)+2t(t—1)+282(t — 1)+ ...+ 2"t —1) =
=142t =D+t 2+ ..+t

th —1

=1+2(t-1)7—

czyli
n>1+2t"—1)
n>2th —1
n+1

2
1 po zlogarytmowaniu przy podstawie ¢

th <

n+1

h < log,

Stwierdzenie. Pesymistyczna zlozonosé czasowa operacji wstaw,
szukaj, usun wykonywanych na B-drzewie o minimalnym stopniu
t zawierajacym n kluczy jest

O(log;n) jezeli liczymy tylko operacje dyskowe

O(tlogn) jezeli liczymy wszystkie operacje

Dowdd. Wstawienie, szukanie, usuniecie polega na przejsciu $ciezka
w drzewie od korzenia maksymalnie do liscia. Wysokos$¢ drzewa
jest w najgorszym razie ©(logn) a ilos¢ wykonanych operacji
dyskowych na kazdym odwiedzonym poziomie drzewa jest ogranic-
zona przez (niewielka) stata. Ponadto, ilo§¢ wszystkich operacj na
kazdym poziomie drzewa jest O(t).
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